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Unter beu fvummlinigeu ^oorbinateu im SSevetc^ ber Sinien unb Stächen gmeiten ®rabe$ 
nehmen bieicniQen, luelc^c afö efliptift^c Oejcic^net ju mcrben pflefleii, unftreittg bie ^eröonagenbfte 
©tettuug ein. Duvc^ bie|c(bcu unrb ein ^un!t in ber Sbene beftimmt ofö ©c^nittpunft iiüeicv 
fonfofalen unb ortl)ogona(en Äegelft^uitte, uou bcnen ber eine eine ßflipfe, ber onbere eine ^l)perbet 
ift, ein 'Ißiiuft im dtaume bagegen a(^ ®c^nittpunTt Don brei ortt)ogona(en unb fonfoTalen Ober« 
flächen jiueiter Orbnung, nämlic^ eine« (5öip[oibe§, eine« ^ijperboloibe« mit einem ^adft unb eine« 
l'olc^en mit jiuei gackern. 'Die eüiptifc^en Äoorbinoten, juerft üon Sacobi in einem an Steiner 
gerichteten SriefeM gegeben, mürben am au«fü^rli(^ften üon 8am6 in einer SRei^c üon bie ÜT^eorie 
ber fflörme betreffenben ?irbeiten, meiere fic^ üorjug^meife in ben erften (8) Sänben be« IMou* 
üilte'fc^en Sournal« finben, fpäter in fefbftSnbigen ffierfen*) be^anbelt; jie finb bann, jumat feit 
i^re SBic^tigfeit and^ für anbere ©ebiete ber SWat^emati! unb ^fflj^xt erfannt raar, ber Aufgang«* 
punft für einen neuen, üielfac^ fuftiüierten 3^^^iO ^^^ mat^ematif(^en Sßiffenfc^aften gemorben. 

3f)re große SPrauc^barfeit uerbanlen bie eüiptifc^en ftoorbinaten nici^t jum geringften Sleile 
ben jal^t^ unb (e^rreic^en <Specia(fä[(en, mli)t fie bieten. 9((« folc^e finb l^auptfcfc^lic^ jioei }u 
nennen: in bem einen iJaflc nimmt bie fijcentricitöt ber ®ebi(be ben SBert an, in bem anberen 
ftrebt biefe ©röße ber ©renje cr^ ju. 3m erften ^alU, wo bie ffiüipfe jum Äreife, ba« öflipfoib 
gur finget mirb, ge^en bie eüiptifcj^en ftoorbinaten ber Sbene in ^otarfoorbinaten, bie ettiptifc^en 
fioorbinaten be« 9{aume« in eUiptifc^e fiugelfoorbinaten ober and) in gemö^nlic^e ^otartoorbinaten 
be« SRaume« über; im anberen goffe merben Süipfen unb ^^perbeln ju ^ßarabetn, Sttipfoibe unb 
§^perboIoibe ju ^araboloiben, unb roir erI)often bie ©^fteme ber parabolifc^en fioorbinaten. !Die 
juerft genannten ©renjfSffe finb aügemcin befannt, ma« fn^ mit berfelben Strenge uon ben anberen, 
gemig gleichberechtigten ijaßen nid^t gerabe bel^aupten löBt- ßöin6 l)at jmar forool^f für ein ^Rotation«* 
paraboloib al«* auc^ für einen parabolifc^en ßi)Iinber ben fogenannten t^ermometrifd^en *»ßarameter 



') (irclU, 3ounxaI für «Katl^emotif. 33b. 12. 3. 137. 

'*) ®. ^am(S. 1) Le^ons sur les fonotions inverses des Iranscendantes etles surfaces isothermes. 

Paris, 1857. 

2) Lepons sur les coordonneescurvilignes et leurs diverses applications. Paris, 1859. 

3) Lebens sur la th^orie analytique de la ehaleur. Paris, 1861. 
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befttmmt, bei lueld^er ®e(egenl^eit >) er auf bie Analogie unb ben Uiüerfc^ieb jroifc^en $Qrabe( uub 
ftreid, ben beiben einfoc^ften unb jug(eic^ natürlic^ften ^uroen, ^inmeift aber er ge^t niti^t meiter 
auf bie batnit ^ufammenl^ängenben ftoorbinatenf^fteme ein. Snbere t^orfc^er^ Don benen'@iebe^d, 
SBöften, Sadpart), ©üntl^er^ ^oljmäder unb ÜDanitfdj^) nautentßc^ ju bejeid^nen finb, 
^aben mit paraboßfc^en ftoorbinoten in Serbinbung fte^enbe fragen unb Aufgaben erörtert, aber e^ 
fe^tt jur 3^it/ f^^i^f ^^^ befannt. an einer tluf* unb 3")oninienfteüung ber oerfc^iebenen Urten ber 
genannten ftoorbinaten. Diefe Ijabe ic^ in ber üorficgcnbcn Slb^anblung ju geben üerfut^t. 



I. 

§ 1. 

Pie honfotme jl66i(bttttg. 

>Die aufgäbe, eine igbene ^ = ? + i>] fo auf eine unbere Sbcne z = x + iy fouform 
ab;;ubilDen, bag ben parallelen ju ben Jtoorbinatenac^fen ber (^egenftanb^ebene lonfofale *^arabe(n in 
ber SBifb^bene entfpred^en, it»irb befanntlic^ burtfi bie (Sleic^ung 

„ X + iy = i? rtJur 

gelöft, in luetc^er c eine beliebige, g. 93. reette unb pojitiue ftonftonte bebeutet, ©onbern mir ba* 
9?eeHe uortt 3maginaren, fo ergicbt fic^ 

la) X = ^-—^, y = ^ * ^ 



c ' " c ' 

(jieranö folgt meiter^ menn nur reelle JBerte üon ? unb yj berüdfiti^tigt merben, 

lb)§« = 2 (\/ X« + y« + x), 7)'= \- (y X» + y« _ X ) 
unb bal)er 

2) y. = _ 4 ^;x + 4(^;); y^ = 4 ^J, + 4 (-^0 
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') @. l^ame, Lcvons sur les fonctions inverses etc. 3. 11. 

*) Sicbccf, fi6er ßrapr)ifd)e ^arftcnung imaginärer 5v"nftioncn. S§ 11 itnb 12. (Srellc, >iinial für 
SJJatrjematif. *^b. Tx"). 

D. »öf rcn. Über ^omofofalc ^araboloibe. (^Jruncrt, 3trd)iü ber 3Katr)ematif unb ?^i)fif. ^3b. ^5, 3. 81, 
ober 9rnali)lif(()c (SJcometric beS 9iaiimeö. 2. %\x\\. ©tuttßart, 1884. 

J^'. (Saöpari), ^ie Ürümmungsmittelpunftsfläc^e beö ellipttfc^cn '^Jaraboloibs. ^^erlin, 187.'). 

3. Wüntl^er, ^ctraboUfc^e Sogarit^men unb paraboUfc^c Triöoiiomctric. Seipjtg, 1882. 

C^K .ooljmüller, (sinfüljnmg in bie 3:i^corie ber ifogonalen ^^Urroanbtfc^flften. !t?eipjiß, 1882. 

%, %^\\\i\^, konforme ^bbilbung be0 eUiptt{d)cn $arabo(oib§ ouf bie dbene. 8e(grab, 1885. 

Huglcirf) «mg es erlaubt fein, auf jroci 5(rbeiten beS 3.<erfaffer§ l)tnjunjeifen, raclc^e in ben Programmen 
bcö Oii)mnafiums s\\ (inftrin 1881 unb 1883 crfdjicnen finb. Xiefelben fül^ren bie Überft^riften: 1) Über ba§ 
ÖUeiri)gciüid)t \\\\\i bie 'i^eiuegung Der 3Bärmc in einem [)omogcnen 5?otation8paraboloib. (3^0^^^^) 3nöugural*2)iffer« 
tation. $aUea/3.) 2) Xie gunftion beiS parabolifc^en @i;UnberS. 



X)tM finb bie ®(eid§ungen jmeier ^arabcfn, bie ben 93ventipunft, ber jug(ei(^ ber SnfattgdpunTt bed 
gerablintflcn ftoorbinatenf^ftem« tft, gemetnfam l^oben unb bereu ac^fen in bie Slbfciffenac^fe fottett. 
Die abfc^nttte, roelc^e bie ^vabeln auf ber x-8(^fe erjeugen, b. ^. bie gntfernungen ber ©c^ettet 
uom ^rennpunhe finb beiie^ung^tueije 



2a) X, = -^ = -, X, = - -^ = - -^. 

3Bir bemerfen, ba^ bie ®fcic^ungen 2) für lonftante SBerte oon ? unb rj je ein ©^fteui 
lonfofaler Parabeln batftetten, meiere ftd^ fatntßti^ ber 2:^eorie ber fonformen 9bbi(bung gemSg unter 
reellen SBinfeln fti^netben. "Die @cl^ette{ otter Parabeln qu^ ber @c^ar l Hegen auf ber pofitiDen 
Sp&lftt ber x^Sd^fe in ber Sntfemung 5* : o oom Äoorbinatenanfaug, bie ©(i^eitet berjeuigen au« ber 
@(fy\x T) QUf ber negotioen ^älfte ber x*8lc^fe in ber Entfernung tj* : c. ®tefe Sntfernungen werben 
offenbar um fo größer unb bie ^arabetn umfd^üegen bal^er bie beiben $8(ften ber Sibfciffenac^fe in 
um fo meiteren Sbftänben, je größere {Berte bie ftonftanten ^ unb tj annehmen Pr fämtlid^e 
fünfte ber pofitioen x:>9(c^f e ift v] = 0, für fämtlid^e fünfte ber negativen x^Äc^f e ? = j bie beiben 
im ftoorbinotenanfang begtnnenben unb mdi entgegengefe^ten 9it(j^tungen (oufenben @tra^fen ber 
9IbfciffenQ(^fe finb a(fo a(« ©renjfäfle Don $arabe(n ju betrad^ten. 9le^men enbti(^ ^ unb yj ben« 
felben ffiert an, fo finb bie entfte^enben ^rabetn fongruent unb i^re ©c^nittpunfte liegen in ber 
Orbinatenac^fe. 

9u9 bem befugten erfennen mx, bag fic^ ieber $unft ber Ebene (x,y) ooOftänbig unb 
au(^ einbeutig ate ©(i^nittpunlt einer $arabe( au« bem ©Aftern ^ mit einer *ißarabel m^ bem @t;ftem rj 
beftimmen läßt, mofern bie ffierte oon 5 an bie ©ebingung 0< ?<[ <x), bie ffierte oon yj an bie 
©ebingung — od <; tj -< oo gefnüpft fmb unb feftgefeftt roirb, l)afe einem pofitioen ©erte oon r^ 
nur bie in ber ^albebene (x, -f- y) g^I^g^ne, einem negatioen ©erte uon r] nur bie in ber .^alb- 
ebene (x, — y) gelegene ^alb|)arabel entfprec^en foK. ffioüte man au(^ negative Söerte oon § ju* 
laffen, fo würbe bie ©eftimmung ber fünfte in ber (Sbene (x, y), bie mir und aC«bann jroedmäSig 
au« jiuei über einanber (iegenben ©(ättem beftel^enb ju benfen Ratten, in genau berfelben ffieife 
erfolgen lönnen. ?ojttit>en ©erten oon ? würben bemnac^ bie fünfte be« oberen blatte«, negatioen 
biejientgen be« unteren 93(atte« {Ujuorbnen fein 1)iefe in ber ^aim ber 9lbbi(bung (iegenbe S^mi* 
beutigfeit oermeiben wir gang, wenn wir, wie bemerft, ber ®r»§c g nur fold^e ©erte juerteilen, bie 
jwifd^en unb co liegen. !l)a jt(^ fomit bie Sage eine« fünfte« P ber Sbene ebenfo wo^I burtö 
feine Sarteftfc^en ftoorbinaten x unb y a(« auc^ burc^ bie ®rö§en g unb iq beftimmen lägt, fo 
lönnen wir bie (enteren at« bie ,,))arabo(if(^en ftoorbinaten" uon P bejeit^nen. ©ä^renb inbe« bie 
x:> unb y^8((^fe bei ben Eartefif(^en ftoorbinaten fic^ unter 90^ fc^neiben, bitben bie Slc^fen be« 
paraboüfc^en Äoorbinatenf^ftem«, b. ff. bie beiben ©renjparabeln, für welche ? = unb tj = ift, 
einen ©infel oon 180«. 

©ä^Ien wir jur augenblidliti^en SBereinfati^ung bie ftonftante c a(« äßagein^eit, fo er(}alteu 
wir für einen ^unft Pj (gig. 1) mit ben parabo(if(^en ftoorbinaten ^ ^- 5; rj = 3 al« 6nt* 
fernungen ber ©c^eitel ber Parabeln oom 83rennpunfte Xj = 25 x^j = — 9. ©erben nun bie 
beiben Parabeln gejeic^net, fo fd^neiben fw^ biefelben in einem fünfte (P|), beffen Sartefifd^e Äoor^ 
binaten x = 16; y = 30 ftnb. Der ftimmetrifc^ jur x*3lc^fe gelegene ?un!t Pj, (x =r 16;. 
y = — 30) ffat bie parabolifc^en Äoorbinaten g = 5; r^ = — 3, wä^renb bem fünfte P» 
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(x = — 16; y = — 30) bic fficrte ? = S; tj = — 5, bem fünfte P^ (x = — 16; y = 30) 
bie ©erte g = 3; r^ = 5 juTomnien. Snberc in ber gigur bezeichnete i^nnfte fmb bie fünfte 
^6/ Pe/ ^7/ Ps ^^^ Orbinotenod^fe, für meiere bejie^uno«weifc 

bei Pß (X = 0; y = 50) ? = 5; r^ = o, 

bei Pe (X = 0; y = 18) ? = 3; r^ = 8, 

bei P7 (X = 0; y = — 18) ^ = 3; r, = — 3, 
bei P, (X = 0; y = - 50) ? = 5; r^ = - 5 
ift. a3ei ben ^^Junften ber äOfciffeniK^fe ferner l)at man gu nntcrfc^etben, ob fie ouf bem pofittuen 
ober anf bem negatiuen Ufer bcrfelben b. ^. auf ber Seite ber ^albparabeln mit pofitiocni ober 
negattoent y) liegen. 3ßan erl^alt a(^ ftoorbinaten 

für P9 ix = 25; y = 0) ? = 5; r^ = ±0, 

ffir P,o (X = 9; y = 0) ? = 3; tj = ±0, 

für Pn (X = - 9; y = 0) ? = 0; r] = +3, 

für Pi, (x = — 25; y = 0) £ = 0; r; = + 5. 

3n oüen biefen SSeifpicfen, wie man fie^t, finb bie fünfte Schnitte ortl^ogonafer *^3orabeln. I^iefc 

SJorfteüung bürfen roir au(^ nt(!^t fallen faffen bei bem fünfte 0, bem Äoorbinatenanfang , für 

welchen x =0; y = 0; ? = 0; rj = +0 ift; au^ biefer ^unft mu^ afö ©(j^nittpunft jioeier 

fi(^ fenlre(^t burc^fc^neibenben Parabeln angefe^en werben, obioo^I biefclben gerabeju in @tra()(en 

Don entgegengefe^ter 9?td^tung übergegangen finb. 

^infid^tlid^ ber Snorbnung ber SBorjeiti^en ber gerablinigen unb ber parabotifc^en $oor« 
binaten enbtic^ bemerfen mir, bag, mä^renb x unb y im erften Duabranteu ber z«(Sbene pofftioe 
9Berte l^aben, ^ unb -q im erften unb jmeiten Quabranten b. 1^. in ber erften ^albebene ber 
^ abtut btefe Sigenfc^aft befi^en. Sireten wir je^t burc^ ben uon ber negatioen $9(fte ber x^%ii\t 
gebilbeten 93er}meigung0f(^nitt aud bem oberen 93(att in bad untere, b. b* ^ud ber erften ^albebene 
in bic jroeite ^albebene über, fo mirb ? negatio, -q bagegcn bleibt pofitio; in ber Dritten ^albebene, 
wytiift fxif an bie gweite im unteren S3(atte auf geiuS^nlic^e SBeife anfc^Iie^t, ift fowol^I £ al9 r^ 
negatto. 23tr treten nun au^ bem unteren Statt burc^ ben SJerjmeigungdfc^nitt ()inburc^ wieber 
in ba^ obere ä31att gurüd unb muffen in ber oierten $a(bebene ^ mit pofitioem, rj mit negatioem 
SSorgeic^en uerfe^en. 89ei biefer 9tnorbnung, bie, fic^ auc^ fonft rec^tfeitigt, ftimmen bie S3or{ei(i^en 
uon ? unb y] in ben oier §)albebcnen ber c^»(Sbene mit ben 35orjei(^cn oon x unb y in ben oier 
Quabranten ber z^Sbene genau überein. S)a^ obere Statt ber s^Sbene beftel^t htmmdii an^ ber 
erften unb oiertcn ^albcbcne biefer ©oppelcbene unb entfpric^t in jeber SBeife ber an^ bem erften 
unb oterten Ouabranten befte^enben ^albebene ber z«6bene. 

§ 2. 

^ttfammeit^atig mit ben ttixptifi^en ^ooxhxnaten. 

IJa^ bie parabolifc^en Äoorbinaten einen fpecielleu gatt ber allgemeineren elliptifc^en Ä'oov* 
binaten bitben, ift felbftoerftänblic^, ba bie grabet afö eine ßtlipfe ober §^perbel angefe^en werben 
faun, beren Sfcentricität unenbtic^ grog ift, wä^renb ber Slbftanb beö ©c^eitel^ uom benachbarten 
®rennpunlte einen enblid^en gegebenen SBert bef)att. ©etjen wir 

Xi + iyi = Cj. cos El 4- iy^j, 



fo ^anbelt e^ fid^ um bie fonforme 9(6bt(bung ber C^^^Sbene auf bie Zi«@bene, fo %ag fonftanten 
ffierten oou rji ein @i)ftem fonfofofer SUIpfen, fonftanten ©erten üon li ein ©Aftern fonfofaler 
^tiperbeln entfprit^t. 93eibe ©traten l^aben bie 93rennpnnfte; beren Slbftanb 2ci beträgt, gemcinfam 
unb ftnb ortl^ogonat. a3Tingen mx li^petboUfc^e gunfttonen jur ^[nmenbung; fo ift bie ®(ei(^ung 
ber SMi^)fen 

Ci ^. (Sof^^Tjj ' c, ^©in^y), 



unb biejenigc ber ^ijperbeln 



y^* = 1. 



Ci*. cos^Si Ci^ sin * E, 
SBerlegen mir ben Änfang^punft ber ftoorbinaten nad^ einem Srennpunfte, inbein mir x, -f- Cj =x^ y^ =y 
fefcen, fo ergeben fic^ bie neifen ©leic^ungen 

y* = 2:g*>/, U* ©in^yj! + 2cix — xA y« = tg^ E, ^c^« sin« ?, _ 2 ex + xA; 

bie abftSnbe ber ©dieifel tom "benachbarten Srennpunfte ftnb o^ne 9?ücffi(^t auf ba« SJorjei^en 

^- = 2Ci . ©in « ^ unb -|- = 2c, . sin« ^. 

SBenn nun bie S^centricität c^ einen ind Unenb(i(!^e mai^fenben Sßert annehmen foQ, mji^renb 

q p 

-ly unb ^ enblic^ bleiben, fo mflffen r^^ unb ?i f«^ immer mc^r unb metjr ber 9tuü nöfjcrn. 

3Bir erhalten bat)er fd&Heglic^ entfprec^enb ben ©leic^ungen 2) al« ©renje ber eili^jfen mib §^per* 
beln bie ^rabeln 

y« = 2qx + q« unb y* = — 2px -j- p«. 

8(uc^ bie Slbbilbung^funftion fann burc^ einen einfa^en Übergang jur (^renje gewonnen 
merben. (Sntmidelt man nämltc^ in 

X, + iy, = — Ci. cos X (5 -f i-q) 
ben Äofinu« mdi ^^Joteiyen oon (? -^ i>j), fo folgt junä(^ft 

X + iv - _ c ii-^^'M +-">^ + ""^S^--^ M* _ I 

^1 n^ VI — H j ^ 2! ' 4» j' 

ober, fall^ loieberum x, -j- Cj = x, y, = y gefegt mirb, 

^ + iy = '^2T ^^ + '^^^' - hr (' + iV^* + ; 

2 

ift nun Ci = — ^ unb nähert fic^ x aümä^ttc^ ber 9luü, fo erhält man 

C X 

^ + ly = - - ß- - •' 

alfo t»tt (^(eic^utig 1). (£Denfo fonn unfere Sbbtibung (iu(| ate (^venjfan ber bitvd) bie &k\^m^ 

( 1 _ e »^ (?' +■ '^) )* 

X -|- iy = c. 



)l+e'^'^^ + >^>J 



augebeuteteu 3lbbi(buug angefe^en luerben. beren au^fu^rlic^e Se^aubfung uorfaeljaUen bleibt. 



§ 3. 

^ttfiimmfii9iiit0 mit ben ^ofittftoorMttateit. 

Um ben 3uf<^mmen^ang ber parabolifc^n ftoorbinaten mit ben $o(arIoorbinaten ju unter 
fachen, fetten mir in ®(eic6ung 1) 

X -f iy = r (cos cp -[- i sin 9) 
unb cv^QÜen 



? + i^/ = 1/ er (cos '^ -I- i sin -^-j 



mmn ift 
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b f). sm '^ = ,,_^;J^^, cos ? = ^, _^ ^^^. 

ffiä^rcnb bie (öleid^ungen 3) für fonftnnte ©ertc toon ? ober y; bic auf ben ©rennpunft 
at« ftoovbiuQtenanfang bciogenen ^ofargteii^ungen ber beiben ^arabetfc^aren uorftetten, erfel^en mir 
au« Ha) junä(^ft, ba§ bei fonftantem r auc^ §■ + tj« fonftant ift. gür eine ©c^ar üon foncen« 
trifc^en Sheifen, bie ben 9luttpunft pm ÜÄittelpunft unb eine gegebene ©trecfc r al« JRobiu« l)at, 
ift bemna(^ bie ©umme 5* + r^* eine fonftante ©rö^e, mit anberen ©orten, bie ®Ieid§ung eine« Äreife« 
iener Sd^ar in parabotift^en ftoorbinaten (outet 

3b) ?2 ^ 7]2 = er. 

©emegt man olfo eine ©trede r fo in ber abfciffenac^fe, ba§ ber 9luapunft ftet« innerhalb ber 
©trede liegt ober ^ö(^ften« in einen ber Snbpunfte fäBt, fo geben bie öubpunfte ber Strede in 
i^ren oevfc^iebenen Sagen bie ©(Reitet fämtli(^er Parabeln an, beren ©c^ntttpunfte bie ^erip^erie 
eine« «reife« bilben. Dabei ift ferbftoerftönblid^, ba§ atte Parabeln ben 3luapunft jum Srennpuntt 
I)aben. Diefer ^unft ift ber ÜÄtttelpunIt be« ftreife« unb fein 8tabiu« bie gegebene ©trede; bic 
(ärSge t>on c bleibt miaffirßc^. 

ferner ift erfic^ttid^, bag für fämtlid^e ©tral^(en be« burc^ ben iKuUpunft gel^enben ©trauten« 
hilfc^ef« b. 1^. bei gegebenem 9 ber Quotient rj ; \ einen lonftanten fflert ^at. Die« bebeutet, bog 
bie (3(ei(^ung einer Dom ftoorbinatenanfang au«gel^enben ©eraben, melti^e mit ber poftttoen {Rid^tung 
bev Slbfciffenac^fe ben SBJinfel 9 bilbet, in parabolifc^en ftoorbinaten au«gebrüdt 



3c) >3 = ? • tg 
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2 

ift. Die 5ovm ber ®Iei(^ungen eine« um ben 'iWuUpunft gefc^tagenen Äreife« unb einer burc^ biefen 
^ßunft gel^enben ©eraben ift alfo bei Slnmenbung parabolifc^er Äoorbinoten mefentlit^ biefetbe roie bei 
ben ftoorbinaten be« Sartefiu«. ÜHan Hunte fogar bel^aupten, ba§ bur(^ bie neuen ftoorbinaten 
no(i^ eine Vereinfachung gemonnen fei, infofern a(« an ©teQe be« Ouabrate« be« 9tabiu« biefer 
felbft unb on ©tefle ber ganjen atnomalie beren $ä{ftc in bie gormet eingetreten fmb. Die ®fei* 
d§ung 3 c) beftätigt übrigen«, faß« 9 oon 0» bi« 720« oariiert, bie Wii^tigfcit ber am ©(^tuffe 
be« § 1 getroffenen Snorbnungen über bie 93or}eid^en oon \ unb rj. WSi man oom unteren 



gjCQtte ber ^*ebene gonj abfegen, fo ift t^ |me(ftn«|ifl, bte @r»Se bc« ffiitifett <p iroifd^cn — 180« 
imb + 180« ju m&ftUn. 

3u ber Sd^or Don Greifen, beten SDttttelpunft ber ftoorbinotenonfang ift, (teilen fibrtgend 
unfere ^arobelfc^oren nod^ in einer anberen Sejie^ung, bie mir nic^t unerma^nt (äffen moQen. @^ 
ift befannt, bag bie äßittelpunfte aller jheife, meldte eine ©erobe unb einen ftrei« berühren, an'i 
jmei ^rabe(n') üegen, bie ba9 Zentrum }um 93renn))unft unb baö Dom Zentrum auf bie ©ernbe 
geffitlte Sot gur Sd^fe ^aben. WSiltn mx bie y^Slc^fe aK bie gegebene ©erabe, fo roerben bie 
^rabeln fongment; fie liegen f^mmetrifcJ^ jur Orbinatenat^fc unb erfflflen bie ®(etc$ungen 

y» = r«±2rx, 
in benen r ben 9}abiu^ be^ gegebenen ^eife^ bejeid^net. X)a^ bop|)ette ^orjeic^en ift baburc^ be^ 
bingt, bag ber gefud^te ftrei^ ben gegebenen Don innen ober äugen unb bie gegebene ®erabe auf 
ber einen ober anbem ®eite beräl^ren fann. ÜDie ^rabe(n ^aben i^re ®(i^eitel in ben SDKtteU 
punften ber beiben 9tabien^ meiere in ber x<X(i^fe (iegen, unb fc^neiben fid^ in ben Snbpunften be^ 
gegebenen ftreidburc^nteffer^ offenbar unter redeten SSinteln. Obige ®(eid^ungen ftintmen, n)ie man 
bemerft, mit ben ©(eid^ungeu 2) genau äberein, fobalb ber Siabiud r uerfc^iebene Iföerte annimmt, 
bie aufgäbe alfo für aüe foncentrifc^en ftreife gelöft mirb. !Die 'iDoppelfd^r ber OrtdUnien ift 
otöbann mit ben beiben ^ier bel^anbe(ten ^arabelf^ftemen ibentifc^. 

§ 4. 

SBir oerfui^en je^t für bie Äonftanten c, £, yj ber ®tei(^ungen 2) eine — junäd^ft geo* 
metrifc^e — SJebeutung gu ermitteln. 'Do 

2 ?« ^ 2 >,« 

p = - f q = 

gefegt roar, fo ftrib bie*^rameter 2p unb 2q ber^rabeln bie britten geometrtfc^en ^oportionalen 
}u c unb 2 g be}. 2y], faQd man fu^ o, l unb r} a(9 <Stred(en ober bereu ^ßagjal^Ien gegeben 
benft. X)amit ift inbe^ nic^t oiet gemonnen. (Bt^m mx jebod^ auf bie @igenf(^aften ber ^arabe( 
aM ßegelfc^nitt jurädt, fo (äffen fid^ iene @r9§en in einfad^er ®eife geometrifd^ beuten. 

"Die $arabe( entftel^t, loenn eine (Sbene para((e( mit einer ®eiten(inie eine^ geraben ober 
jc^iefen ftrei9fege(^ burd^ einen be(iebigen, a(d @d^eite( ju ma^(enben $unft ber 9Rante(f(ä(^e ge(egt 
mirb. 3ft (Sig. 2) A BG ein Sld^fenfd^nitt eine« fo((^en j. 9. geraben ftege(d, S ber angenommene $unft unb 
AB bie ®eiten(inie, fo ift SQ bie «c^fe ber $arabe(, fa((« SQ para((e( AB ift. 3^r «rennpunft 
ift ber :derfi^rungdpunft ber Sbene SQP mit einer ben ftege(mante( berü^renben ftuge(, bereu 
Zentrum D burtb ^(bieren ber ffiinfel bei A unb S gefunben mirb. Dann mirb*) 

9 8 ._-t 

DS . . DS 



PQ =4 



• ^Q=^"AS (so +0q). 



AS 
Scfet mau D S — 71, A S = e unb ma^(t Q a(« «t^fe ber poritioen «bfciffen (x), bie in in 

^) 3R. Dcrgl. j. «. ®. ömämann, aWat^cmatifc^c (j£Curftonctt. ©oßc a/e., 1872, ©. 166 unb 169, 
ober beffeii ^bljanblung im Programm be§ l^iefigeu 9iealgt)mnafium3 uom ^a^xt 1875 mit bem %\id: Die Siegel, 
fcftnittc alö geomclrifrf)c Crtci* für bie SDfittelpunfte ©on Greifen, njel(^c jroci gegebene Äreife berül^ren. 6. 27. 

*) 3Jcrgl. e. (SJru^l, 5(nalt)tifc§e ©eometric ber dbenc. «erlin, 1873. ®. 189. 
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ber (äbene SQP auf OS fenfrec^te dtic^tung de Orbinatenadife (y), [o er^iebt ^id), ha bte 'Dreiecte 
ASD unb DSO ii^nlit^ fmb unb mWjiii OS : DS = DS : AS ift, 

b. ^. bie jiDeite ber ©Uic^ungeu 2). ){Bieber^oU man biefelbe jtonftruftion an ber über bie ®pi^e 
A ^mau^ eriueitevten Segelfläche, fo luirb in bev[e(ben 9Beife bie erfte ber ©(eic^ungen 2) erl^alten. 
Demnach mirb ber 9lbftanb be$ $arabel[d§ette($ uon ber ©pi^e bed Segetö burc^ c, uon ber Sc^fe 
be« Segel« bagegen burt^ rj (beg. ?) repräfenticrt. 3)ie« ift bie geonietrifc^e 93ebeutung jener fton= 
ftanten. — Übrigen« ift auc^, luenn a bie Sffnnng be« Segel« b. tj. ben ©infel B A C bejeic^net, 

y; = c-sin -r-; für bie Entfernung OS be« ©(Reitet« üom a3remn)unft erl&ält man bemnac^ 

- = r^sm ^ =0 sin* ,^ • 

Um üon ber ganjen z*6bene mit allen in i^r Hegenben Parabeln am Segel eine S5or* 
fteüung ju gewinnen, legen mx burc^ A B bie ju S Q P parallele ßbene unb pvojiciercn auf biefetbc 
alle nwf bem Segelmantet liegenben rj* unb ^»fJarabeln burc^ ®erabe, welche bem ©ka^le A 
parallel laufen. Dann fallen alle SBrennpuntte in bie @pi(}e A be« Segel« unb ebenfo betfen 
Sx&i alle aic^fen ber ^IJarabeln mit A B ober i^rer aSerlängerung über A l)inau«. 

$on anberen rein mat^ematifc^en Slufgaben, in benen ber Parameter einer Parabel fn^ al« 
britte geometrifc^e proportionale ju im\ gegebenen @treden baiftellt, feigen luir ^ier ab. '£)agegen 
m5ge e« geftattet fein, an ba« entfprec^enbe 9Sorfommen jener ®röge in ber SDiec^anif }u erinnern, 
©irb ein materieller ^unft oon einer 93efc^leunigung beeinflußt, bereu SRic^tung fortmä^renb nad) 
einem feften ßentrum Einläuft unb beren ®rö§c bem umgefe^rten Ouabrate ber (Sntfernung be« 
fünfte« t)om Zentrum proportional ift, fo ift bie 93a^n be«felben nac^ ben allgemeinen ®efe(}en ber 
@entralbemegung ein Segelfc^nitt, beffen iRatur einjig unb allein burc^ bie ®rö§e ber Slnfang«- 
gefc^minbigfeit (Vo) unb be« anfänglichen Kbftanbe« (fo) uom Zentrum, nic^t aber burc^ bie 9ti(^tung 
ber 9[nfang«gef(^n)inbigfeit bebingt ift. S)iefer Segelfc^nitt luirb, fall« 

r 

ift, eine "^^Jarabel, melt^er bie ®leid^ung*j iufommt 



c2 . c* 



y« = -2 ^' X + ^v 

f)ierbei t)at c^ ben Sert Yq Tq sin Oq, menn o^ ben SBinfel bejeic^net, )uel(i^en bie diic^tung ber 
3[nfang«gefcl^minbig!eit mit bem 9iabiu«üe!tor ber Slnfang«lagc be« fünfte« bilbet, mä^renb [jl bie 
3ntenjtt5t ber 2lnjie5ung«fraft in ber ßin^eit ber Sntfernung miSt. Sin SJergleic^ mit ber erften 
®lei(^ung in 2) geigt, bag \ mit Cj, c mit 2 |x gu ibentificieren ift, um üöUige Übereinftimmung 
gu ergielen. !£)ie pl^^fifaltfc^e Sebeutung oon \ (beg. yj) unb c ergiebt fic^ ^iernac^ uon felbft. 
@pecielle 93eifpiele bieten bie 93emegung uon Someten unb ®ternfc^nuppen, bie parabolifd^e 93al^nen 

') ^^ergl. !I)u^amel, ^cf^rbuc^ ber ana(t)tifc^en fO^ec^auif, r)ei:aii9i3egcbeu uon 0. 6c^(ömild). t'cipjig, 
1Ö53. ob. 2. @. 41, 



§aben, unb bie oerfc^iebenen göttc ber SBurfberoeguno unter beut iStuflug ber angie^ung^fraft 
ber Srbe. 

§5. 
i^tap^fi^e parfiefftttio hex Jidfnn%m bet /^idugoreif^eii ^feti^itftg. 

3n faft elementarer SBcife faffen fid^ bic paraboltfcöcn Soorbinaten oerroenben, loenn c« 
fic^ um bie nrap^tfc^e i:)arfteßung *) ber Sömngcn ber $^t^agoreif(^en ©fetd^ung 

X« _|_ y2 _ r2 

^anbelt. f)ier werben S^^iUn x unb y gefuc^t, für meiere bie Summe ber QuQbrale glcit^ einer 
Ouabrtttga^t r^ ift. 2l(« jufammenge^örige SBcrte oon x, y unb r finben wir bie Sfu^brüde 

X = ^ y = / r = / 

CO c 

in mli^m, faüd nur Söfungen in gongen pojtttDen S^^Un oerlongt werben, für c g. 93. bie gin^eit 
für ^ unb 72 bogegen ebenfalls unb jinar aQe möglichen pojttioen gongen S^'^W^ ju fe^en ftnb. 
SBürben ober nur bie luirHic^ oerfc^iebcnen ?8fungen oertongt^ fo lüSren alle biejenigcn Söfungen 
au^gufiöüegen, bie [\d) oI« Sielfoc^e einer bereite gefunbenen «Sfung barfteHen; ? unb rj bürfen ba^er 
in biefem goüe feinen gemeinft^afttid^en 3;eiler l&oben, ober ouc^ nic^t beibe guglci(^ ungerobe 
3a^ten fein. 

@e^en mir gunöc^ft Don ben genannten @inf(^ränfungen ob unb betrachten x unb y a(^ 
bie gerobünigen rct^ttüinfeltgen ^oorbinoten eine« fünfte« P, fo fteöen offenbar 5 unb tj für ben* 
felben ?un!t bie porobotifc^en Äoorbinoten üor. Se ftnb nömlic^, wie mon bemerft, x unb y bie 
SBurgeln ber ©leid^ungen 2), fo baß bie fünfte P a(« ©(^nittpunlte ber burd^ biefe ©feit^ungen 
gegebenen orthogonalen ^arabelf(^aren angcfe^en werben Knnen. ©ic tJigur 3) geigt bie entfprec^enbe 
ÄonftruWon für ben erften Quabranten, auf roel(^en e« aüein anfommt, ba ncgatioe SBerte oon 
X ober y nid^t« 9^eue« tiefem. @ie ift baburt^ entftanben, baß c = l unb für ? unb r] bie ©erte 
ber natfirti(^en 3ö^I^Ji^'^i^^ ^o" bi« 15 gefegt würben, unb oerfc^afft bemnac^ äffe Söfungen ^titl^a* 
goreifc^er ©rciede, für welche feine ber beiben Äat^eten ben SJert 200 überfteigt. 83ei ber ^tii^^ 
nung läßt fic^ bfe f^mmetrifc^e Sage ber Parabeln gu ben ftoorbinatenat^fen, ebenfo wie bie Son* 
grueng je gweier berfelben mit SSorteil auönufeen. Die Sarteftfc^en floorbinaten ber ©c^nittpunfte, 
bie einfad^ abgulefcn fmb, fmb bie ftatl^cten, bie JRabienoeftoren bie f)t)potenufen ^ijt^agoreifc^er 
©reiecfe. Seifpieteweife fdineiben fid^ bie ^arabetn g = 5 unb vj = 2 in einem fünfte P, für 
wefd&enOQ = x=:21, PQ = y = 20, OP = r = 29ift; in ber S^at ift 21« -f 20« = 292. 

Sir begeic^nen al9 wefentttd^e SSfungen äffe biejenigen SBertepaare oon x unb y, wetc^e 
^inreid^en, um äffe Söfungen gu finben. ^anbelt e« ftc^ nur um fold^e, fo ftnb in ber ijigur, we(d^e 
äffe SBcrte liefert, bie fic^ bireft aU ©(^nittpunfte gweier ^]5arabetn unfere« ffoorbinatenfijftem« bar* 
fteffen, gunoc^ft äffe ©ertepaare fortgulaffen, bie au« einem bereit« gefunbenen burt^ bloße (ärweiterung 
entfielen, g« ergeben fid^ g. ®. au« x = 3, y = 4 auc^ bie SSfungen x = 12, y = 16; 
X = 27, y = 36; X = 48, y = 64 u. f. w. äffe biefe jinb in ber gigur burt^ einen nad^ 

*) 3Ä. ücrgl. meine SÄittcilung in ber ä^itfc^rift für matl^cmatifc^cn unb naturroiffcnfc^aftlic^en Unterricht, 
IjugrauSgegcben Pon 3. 6. 35. öoffmann, 1888, Sa^rgang 19: örap^ifc^c S^arftcttung ber Söfungcn ber ipr)t^a« 
gereiften ®Ietd^ung. 

2 
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bem 9luDpunfte geri^tcten ©tric^ bejeit^net utib itierben, ba fic auf gcroben Sinien, ben 9?abien* 
Deftoren, liegen, am einfod^ften boburd^ au^gefc^ieben, baß man einen 0al^rftral^( um ben ^tuQpunft 
bret)t unb oon aQen in einer unb berfe(ben 9Ii(^tung (iegenben Serten nur bentenigen [teilen i&%i, 
ber bem ftoorbinatenanfang am nüc^ften liegt, ein SSerfa^ren, iDeld^ed lebhaft an bad ©ieb be^ 
ßratoft^ene« erinnert, ©erartige SBertepaare. bie in ber ??igur burd^ einen Keinen Ärei« gelenn* 
itiäfnet fmb, ge^en m^ ben nöc^ übrigen mefentfid^en ^öfungen baburc^ l^eroor, bag bie Serte Don 
X unb y mit einanber uertaufc^t unb bie neuen Söfungen mit bem gaftor 2 erweitert »erben. ®o 
finb g. ©., ba bie JBerte x = 9, y = 40 bie Stuf gäbe (Öfen, nuc^ x = 40, y = 9 unb ebenfo 
X = 80, y = l8 8öfungen; biefe finb alfo nic^t roefentlic^e. ®emna(^ ergeben fid^ im 30^'^"' 
gebiet Don l bi« 200 im gonjen 35 mefentüc^e Söfungen. ®ie finb in folgenber labeüe*) 
enthalten : 
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©oHen umgefel^rt au$ biefen luefentlic^en Säfungen alle fibrigen Söfungen gefunben merben, 
fo t)at man juerft guc 93ertauf(^ung oon x unb y in ^ig. 3 für jebe mefentficj^e SSfung bad ®piege(« 
bi(b gegen bie burc^ ben Snfangöpunft gel^enbe !X)iagona(e be^ Duabrate^ ju fuc^en, ade bi^^er 
gefunbenen fünfte, b. l). jomoI)l bie mefentUc^en Söfungen a($ auc^ i^re ®piege(bi(ber mit bem 
^oorbinatenanfang gu tnrbinben unb bie (gntfernung mieberl^olt auf bem ga^rftral^I abjufc^neiben. 
•Dabei ergeben fic^ freiließ auc^ Söfungen, bie nic^t auf ben. in ber gigur gejeic^neten Parabeln liegen, 
fonbern anberen ^arabelftjftemen angehören, auf roeld^e weiter unten (®. 13) eingegangen mirb; bie 
3ei(^nunä mürbe jeboc^ fc^r an ÜberfK^tlic^feit uertieren, fad« ade Söfungcn eingetragen mürben. 
@« ergeben fic^ auf biefe ffieife innerhalb be« 3a^(engebiet« Don 1 bi« 200 überl^aupt 302 göfungen 
ber $t)tI)agoreifc^en ®Iei(^ung. 

§ 6. 

äu« bem 93i«ö^rigen ift erfii^tUc^, baß bie ®(ei(^ung einer auf ben ftoorbinatcnonfang ofö 
»rennpunft unb bie X:=ad^fe a(« »c^fe bejogenen ^arabel in parabolifc^en ffoorbinaten ou^gebrürft 

— a unb b fmb fonftante ®r8§en — 

4) ? = a ober r^ = b 

tautet, je nac^bem ber ©Reitet ber Parabel auf ber ?* ober r;*«(^fe b. \). auf ber pofttiöen ober 

ber negatioen pifte ber x*«c^fe angenommen wirb. 3m adgemeinen wirb bie (Sfeid^ung einer 

») (£i)ie ^tafct '5pi)tr)afloreiid)cr Xrdccfc findet ficf| u. a. aud) tu ber eammhmg trigonometrifc^er ^lufgabcn 
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bettrtigen Äutoe*); njeldöe hn ßartefife^cn ftoorWnatenf^ftcm P(x, y) = ift, im )faxa* 
boßfd^en @Qftem 

(ttuten, iDö^renb fic^ bei KniDenbung Don $o(arfoorbtnaten bie @(ei(^ung 

5a) F(r,9) = i« F ( ^'"|^^% 2 . arc ig -5L\ = 

uermanbelt. Umgefe^rt ge^t bie in paraboßfc^en Jtoorbinatett au^gebrfidte @(eid^ung einer ftuvoe 
F (^,Yi) = für 6artefif($e Äoorbinaten in 

^^^ ^ [Vt(^~^+^^+ ^)' Vt (i/^' + y" - ^)] = ^' 

für ^olarfoorbinaten in 

oc) F [l/^r . eos^, l/cF • sin -^-1 = 

über. 3Ktt(^en luir ju biefen Umformungen einige Seifpiele, 

'Die ®(et(^ung einer geraben Sinie, midft mit bcr ^«S(^fe, alfo mit ber pofttiuen 9}i(^tung 
ber x«9[c^{e ben SBinlet a bitbet unb beren 'Durcj^fc^nitt^punft mit biefer Slti^fe bie 9bfciffe a Ifat, 
(outet in {)arabo(if(^en ftoorbinaten 

6) ^8 — yj2 _ 2 gr] ctga + ac. 

ffi« empfieldit jid^ nSmli^ bie gorm x = y . ctga + a ber ^leid^ung ber geraben 8inie ongumenben, 
roeit eö in unferem Äoorbinatenf^ftem eine „Orbinatenac^fe" ni^t giebt ober luenigften^ biefe leine 
anbere 9totte fpiett, loie jeber anbere burc^ ben 9luffpunft gelegte ©trol^f. 

©etjen roir rj = 0, fo erl^atten mir für ben äbft^nitt auf ber 5*Äc^fe, wie e« fein muß, 
xi = §« : c = a. ©firbe bagegen 5 = gefegt, fo ergiebt fn^ x^ = rj« : c=: — a, ma« nic^t möglich 
ift, fo lange a eine pojitiue ©trecfe oorftellt; bie rj^Äd^fe roirb alfo unter biefer atnna^me oon ber 
®eraben 6) nic^t gef(^nitten. 3ft a:t=o, fo gel^t bie ©erabe burd^ ben Äoorbinatenanfang ; i^re 
©leic^ung ift bann 

52_T,^f==2?rictga ober ^ri-^tg^^ ^y^ 4. £ ctg -|-^ = 

b. ^. 7j = ?.tg-|- unb 7) = — §.ctg-|^. 

3Da« erfte »iefultat bejie^t fid^ auf ben in ber erften f)atbebene liegenben ©tra^l ber ©eraben, baö 
jiüeite auf ben anberen ©tra^l. 3ft a = 90^^ unb a = 0, fo ift ?• — r^* = 0, alfo r] = ? unb 
Y] =. — 5 bie ©leic^ung ber beiben ©tral^len, meiere auf ber Slt^fe im fioorbinatcnanfang fenfret^t 
fte^en; ift a = 90^ a inbeffen oon oerf (Rieben, fo ergiebt fic^ 5*—^' = ac al« ®(ei(^ung ber 
©entrechten jur Slt^fe in ber gntfernung a 00m ^nUpmtt 3ft enblid^ a —0® unb nfll^ert ftc^ mit 
in« UnenbUt^e road^fenbem a ba« ^robuft atga ber ©renje — ai, fo ^at man e« mit einer 
parallelen gur Hc^fe im Slbftanbe a| ju t^un, beren ©leid^ung 25Y] = ai c ift. 

SSä^renb bie ©leic^ung ber geraben Sinie in beliebiger Sage im parabolifd^en Soorbinaten« 



') »crgl. ®. öolsmüllei- a. a. 0. e. 104. 
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ftjftem oom jroeiten ®rabe ift, ergiebt fid§ für eine beliebig gelegene ^arabel im attgemeinen eine 
®Ieid§ung oierten ®rabed. Site Seifpiet merfen roir un« bic ©d^eitelgleic^ung einer ^arabet, beren 
«(^fe mit ber g*ä(^fe aufammenfSDt unb beren Barometer 2ptft, nämlic^ 

7) ^'ri' = ^(^V{i^-ri^) ober _-^=-. • 

®oba(b jiebod^ ber Srennpunit ber ^arabel im jtoorbinatenanfang liegt, ift i^re ©(eid^ung oom 
erften Ornbe. Um bie« einjufel^en, nehmen mir bie allgemeine gorm ber Oleid^ung erften ®rabe« 

quabrieren unb ffil^ren uennittelft 5b) bie Sattefifd^en J^ootbinaten ein. 9Bir ermatten 

b*e ,K X* + y* + x) + a» c (]/ x» + y* — i) + 2 abcy — 2 a» b» = 0. 
Sefeittgen mir bie SuTje(n unb fe^en jut 9[bfür3ung 

2ab . , a« — b« a»b« 

fo ergiebt fxi^ 

(x sin a -f- y cos a)* — 4 p (x cos a — y sin a) — 4 p* = 
ober, menn toir ba« JJoorbinatenft)ftem um ben ffiinfel — a breiten, 

yi« = 4pxi + 4p«. 

Die burc^ ®Iei(^nng 8) bargefteüte Äurue (gig. 4) ift alfo in ber Zf^at eine "ißttrQbel, 
beren Sörennpunit ber Äoorbinatenanfang ift; il^r Parameter ift 4p. ©efeen rair ber JRei^e mij 
yj = 0, ^ = 0, r^ = ^, 7j = — g, fo erl^atten wir für bie abfd^nitte, roelc^e bic ^arabet auf ben 
3l(^fen beö ftoorbinatenf^ftemö (x, y) erzeugt, 

0A = -, 0B = -. OC = , ,\,, -. 0D = , '^\,° -unbOS = p. 
c c (a+b)*- c (a b)^ • c * 

©iefe Slbfd^nitte fte^cn alfo unter einanber beifpiel«roeife in folgenber SBejie^ung: 



OA ' OB OS OC • OD 

luelc^e, ba bie ®röge oon a unb b luiUlflrlic^ angenommen merben fann, für iebe Parabel gilt. 
2Bir ermatten mithin ben befannten ®a|ä*): 3n jeber "parabel ift ber ^albe Parameter ba« ^ar* 
monifc^e aKittel gu ben 2lbf(^nitten einer beliebigen 93rennpunlt«felö«^- 

SSon be[onberen gällen ber (Sleic^ung 8) ^eben luir folgenbe Ijeroor. 3ft a ober b unenblic^ 
flvoß, 10 mirb eine y,* ober g^'^ütabel beö parabolifc^en ffoorbinatenftjftem« erhalten. SBenn aber 
b = + a ift, fo ergeben jxc^ bie ®lei(^ungen 

8a) ^-|-yj = s unb 5 — y] = d, 

meiere für fouftante SBerte oon s unb d jioei ®i)fteme oon Parabeln uorftellen, beren gcmeinfamc 
Stdjfe auf ber ?^3lc^fe fenfrec^t ftei^t unb beren 95rennpunft natürlich ber ftoorbinatenanfang ift. 3bte 
®lei(]§ungen in ßartefifc^en Sloorbinaten finb 

N SBergl. ii. ("»hui;! a. a. 0. S. IIU, 148 unb 17s. %u} bic .Uonftruftiou bcs l)armomfc^en ^Rittcls mit 
'itnivenbimö Der ^ßarabcl fc^eint jucrft 5f. Sßicganb im ^söl^re 1840 aufmerffam gcmad^t ju ()fl6en. S. bcffen '^im» 
{x)t\)d}C Geometrie, ö. «iufl. öatte, 1882. 3. 46. 
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X» 



=-.t7+(0" «- '•=4^+(?)' 



au^ i^nen tft nifi^efo« ju erfemtcn, bog beibc ©d^arcn non Parabeln orthogonal fmb. 3uc^ auf 
einem onberen ffiege (offen fid^ btefe ©tifteme ableiten. 5Wa(^ la) ifl 

c -^ C 

Dafilr aber la^t jtc^ fd^reibcn 

8 unb d fpielen alfo gerabeju bie 5Rotte Don \ unb r;, roofem 2 c an ©teile üon c bem ©tjftem 
gu ®runbe gelegt unb eine SSertaufd^ung ber Äoorbinatenat^fen oorgenouimen wirb. üDie s* unb 
d'^arabeln f(!^neiben fic^ atfo ebenfatte unter rechten ffiinfeln, bie Entfernungen i^rer ©(Reitet Dom 
99rennpunfte jeboc^ fmb immer nur bie ^älfte ber äbftänbe bei ben entfpret^enben \^ unb r^^^arabeln. 
Die« neue @l)ftem ortl^ogonaler Parabeln ergiebt in ben ©d^nittpuntten bie no(^ fel^Ienben 
•ißunfte ber fjlg. 3) (©. 10), bereu «bfciffen unb Orbinaten Söfungen ber ^^t^agoreif(^en ©teid^ung finb. 

§ 7. 
S3ir betrachten je^t bie ©(eic^ung 

unb fud^en i^re Sebeutung }u ermitteln. 'Daju führen mir am jiuedfmä^igften i^olarfoorbinateu 
ein. SSermittelft 5c) erhalten mir nad^ einigen Umformungen 

p^ _ 2agb^ _ a» — V ^ 

^ ~ 1 — 7"cÖ8" 9' "^^ ^ ~ (a« + b*) c ' ^ "" a^ + b2* 
©omit ergiebt fic^ ba« nid§t unintereffante SRefultat, ba§ (Sleic^ung 9) bie 8rennpunft«glei(^ung 
eine« Regetfd^nitte« ift, ber 2p jum Parameter unb s gur numerifd^en G^centricität l^at. Um feine 
3lrt gu erfennen, bringen mir 9) auf bie 5orm 

9a) ■ (l-£)E« + (l+£)y,«=cp 

unb unterfd^eiben folgenbe giiße. 

1) 3ft e = 0, alfo a«=b^ fo ift r = p b. ^. l^-\-r^ = VL^, alfo 9) bie (Sleic^uug 
eine« Äreife«, beffen SWittelpunft ber Äoorbinatenanfang unb beffen 9tabiu« a^ : c ift. 

l — £ 1 1 4-e 1 

2) 3ft e= 1, fo mirb, ba immer = -?' — = rFiftf a = c^, alfo y? = b* 

cp . a* cp b* / I I 

ober Ti = b. 35ie ®leic^ung 9} bebeutet mithin in biefem Salle eine rj^^arabel mit ber ©c^eitel* 
entfernung b* : c. 3ft bagegen e = — 1, fo mirb b =:: od, alfo ergiebt fi^ E^ = a* ober E = a 
b. ff. eine ?-.^arabel mit ber ©d^eitelentfernung a* : c. 

3) 3ft 0<;£<;i, alfa unter 33orau«fefeung eincij^ reellen a unb b a*>b^ fo ftellt bie 
©leit^ung 9) eine etlipfe Dor, für meiere bie groge 3[d^fe (a* + ^^) • c, bie fteine Sld^fe (2 ab) : c, 
bie geometrifd^e (Sfcentricität (a*— b*) : c ift; fie fd^neibet oon ber ?»2ldöfe b«« ©tüdf a^:c, oon ber 
Tj'Äc^fe ba« ©tüdf b' : c ab. >.ft aber — 1 < £ < 0, alfo a' < b^ fo liegt ber gmeite ©renn* 
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pitnü ber Sttipfe im 9(nfangdputift bet ftoorbmaten, mS^renb im übrigen bie 9$er]^ä(tniffe ft(( tiic^t 
roefentUc^ änbern. 

4) Die gälte l<e<<yD unb — 1>£>— c/d fSmien nur eintreten, wenn entmeber 
a ober b rein imaginär ift. ©e^en mir j. ». a = a^, b = ibj unb ai« > bi^, fo liefert 9) bie^teid^ung 



9b) ^^^ = 1 

a,« bi« 

ate ©leid^ung eine« Broeige« einer ^^perbel unb jroar be«j[entgen Bweige«, beffen benoe^barter Srenn* 

punft mdft im ftoorbinatenanfang, fonbern auf ber ?*ad6fe im abftanbe (a|*4-bi*):c Dom 9hitl- 

punft liegt; ber anbere jur ^^perbel gel^örigc S^eiq, beffen benachbarter 35renn^)unft in ben Äoor- 

binatenanfang fäUt, ^at bie ®(ei(^ung 

9c) 1L_.V K 

bj« a^« 

Die $»ciuptad^|e ber $i)perbel ift (a,« — bi2):c, bie iWebenac^fe (2h^ b, ) j^c unb bie ©d^eitelabftänbe 

oom gJuOpunft aj^ic für 9b), bi«:c für 9c) gür a^ = (1 -f 1/2") b^ wirb bie ^^perbel 

gleic^feitig unb für a^ = b^ gel^t fie in eine gerabe Sinie über, bie auf ber ^«Xd^fe fentrec^t ftel^t 

unb Dom ftoorbinatenanfang bie Entfernung a^^rc ^at. 

§ 8. 

!3)ie @(et(^ung t)er aud einem inneren unb einem äußeren 99(att befteljenbeu Sartefifc^en 
S:)\y(\U, meiere in $o(artoorbinaten befannt(i(^ 

r*— r (b cos 9 -|- a) + x^ = 
ift, tautet oermöge 5a) in parabolifc^en Soorbinaten 

10) (5« + Y]2)«=c[(a + b)5»+(a — b)VJ-c«x2. 

Un« intereffiert an biefer ©tette oornel^mtic^ ber befonbere galt, in roelc^em bie Äonftante x = 
ift. X)ann ftettt bie ®tei(!^ung 

10a) (^•4-r^2)« = c [(a4-b)?^ + (a-b)r^2] 

bie gugpunitfurue eine« ^eife« {^xq. 5) mit bem d?abiu« a bar, mofern ber $ot P oom SJRittet^ 
punfte be« Greife« bie (Entfernung b l^at unb bie oom $ot nac^ bem Zentrum gezogene Sinie jur 
^otar* ober ?*?ld^fe genommen lolrb. galt« a ober b gteit^ ift, ge^t bie fturoe in einen Rrei« 
über. Siegt bagegen ber ^ot auf ber ^erip^erie be« Jheife«, fo ift b = a unb mir erl^alten bie 
einfache ©leic^ung 

10b) ?sr_j_7j8z=a? , a=l/2"ac , 

at« @tei(!^ung einer ftarbioibe (i$ig. 6.), bereu Siüdfel^rpunft mit bem ftoorbinatenanfang }ufammen« 
fättt unb bereu auf ber g^^Sc^fe liegenber ©(Reitet Dom 9tuIIpunfte ben Slbftanb 2 a ^at. !Die ©feic^ung 

10c) ?8 + rj« = aY2 , a = l/2Tc~. 

brüdt offenbar eine 10b) fongruente ftarbioibe au«, mel(^e jtd^ oon biefer nur burc^ i^re Sage 
unterfc^eibet. ^ 

3ur bequemeren Sonftruftion ber burd^ 10 a) gegebenen ^roe mfige baran erinnert roerben, 
bag biefetbe aud^ mit bem ftreife, beffen tDurc^meffer b ift, im engften 3ufammenl^ange fte^t unb 
in be}ug auf biefen at« Jtreidtonc^oibe bejeic^net werben fann. 3ßan l^at nur alte Don einem 
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beliebigen fünfte ber ^erip^rie bc« Ärcife« au« g^Jöflenen @e^ncn um bic ©trede a ju oerlänflern 
ober JU Derlürjeu, um auf blc einfat^ftc ffieife bie fturoe gu erl^alten. 3ft babci b = 2a, fo liefert 
bie Äuroe übrigen« eine auc^ anbermcitig belannte Söfung für bie ©reileifung eine« Söinfel«. . ^ 
SSon größerer ©ic^tigfeit inbeffen ift ber Umftanb, baß fi(^ unfere SurDe au(^ af« uer^ 
längerte ober oerf ür jte Spic^Hoibe anfeilen läßt ^oß,^ ^^ 9tabiu« be« roQenben ^eife« btefelbe 
(äriJle ]^at, wie ber be« feftcn. 3ft a ber ®ur(!^meffer ber beiben ftreife unb Sebeutet b ben 
boppeUen Slbftanb be« bie SRoOfuroe befc^reibeuben fünfte« oom 3ßitte(punTte be« roQenben, fo 
erl^Stt mon^ wie befannt, bie ®(ei(^ung ber ^pic^floibe bur(^ ($timina(ion be« fööfjung^minTel« to 
ber Centrale au« ben ©teid^ungen 

Xj = a COB (0 — b cos 2a) ^ y^ = a sin o) -r- — "b sin 2ü). 

®iefe begielften fi(j^ auf ein Äoorbinatenf^ftem (xj , y^ ,^ für meiere« ber 2Kittelpun!t be« feften Äreife« 
5lnfang«punft ift unb bie abfciffenat^fe bur(^ bie Sentrafe ber Anfangslage gegeben mirb. 3c 
nac^bem babei b $ a ift, ruirb eine oerlängerte ober oerfürgte StoHIuroe erl^aften. 

©firben mir ben Äoorbinatenanfang in ber äbfciffenac^fc um - - b oerf(^ieben unb bal^er 

mit anraenbung parabolifc^r ffoorbinaten 

_ b ^^ — r i^ _ 2 5 rj 

^^ - T ~ c ' y* - c ~ 

fe^en, fo lofirbe fic^ bur(^ (Elimination oon (o ®(ei(^ung 10a) ergeben unb bamit bie Überein« 

fHmmung jener ^ußpunfthirDe mit ber SRoöfuroe bemiefen fein, ©enn bagegen ber Äoorbinaten* 

anfang um ein @tüi^^ oeriegt werben foH, fo ift, faß« 5i, rji bie auf ben neuen 9lnfang«punft A 

begüg(i(^en Aoorbinaten finb, 



^1 — ok :: f yi — 



2b c ' •'^ c 

« 

}u fe^en. 3n biefem ^aüt erl^atten mir ein befonber« einfache« .Stefultat, nämlic^ 

lOd) (?i-a,)« + V = Pi^ , ^^=^V¥b ' P*'^^''' 

Sür b = a ftimmen beibe $oorbinatentran«formationen überein unb e« ergiebt fic^ bie ®(ei(^ung 10b) 
ber ftarbioibe. 

@(^(ieg(i(l^ ift gu ermähnen, bog bie l^ier betrachtete fturue au(^ a(« $a«cal'f(^e ©c^nedeu:^ 
(inie (limafon) begeic^net') mirb; außerbem l^at $err ^olgmüHer, um ben 3i^f<iiiinienl^ang mit 
ber Sarbioibe ^eroorgul^eben, für biefe(be bie ä3enennung .,$arbioibif(^e ^rue'' in 93orf(!^(ag gebracht. 

§ 9. 

9ln einigen einfachen Seifpte(en l^aben mir bi«^er gegeigt, auf meld^ ©eife bie ®it\ä)unq 
einer gegebenen fturoe in paraboflf(!^en ftoorbinaten au«gebrfi<ft mirb. SBir l^aben babei gefunben, 
baf immer je gmei Sinien fi(^ berfelben gform ber fturoengteit^ung erfreuen, baß atfo g. S. ben 
Äreifen (x — a)' + y* = r* eine ®(^ar oon farbioibifc^en Äuroen mit ber ©(eid^ung 



*) 3. (^. §oIamüUer a. a. 0. 3. 125. 
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(? — a)2-f.TQ* = p^ cntfpric^t. ®ie^ läpt fic^ auc^ fotgenbcrmagcu au^fprcd^cn: Sic bur(^ ®tcU 
c^ung 1) angebcutetc fonf ornic äbbilbung bcr ^vj^gbene auf bic xy^gbcnc Dcrroanbclt im aügemcincn* 

gcrabe ginien in fonfofate Parabeln, 

gtcic^feitige §l)pcrbefn in ^ gerabc Sinicn, 

8emni«Iaten in ftrcife, 

ffrcifc in farbioibijc^e Äurocn. 

@ine anbete, nid^t minber mic^tige Umformung eine^ gegebenen ^roenf^ftemd in ein neue^ 
ift bie Snoerfion. Sefc^ränfen mx und auf ben Äoorbinatenanfang a(ö 3nüerjxon«centrum unb 
bejei(^nen mit %^ bai8 fonftante JRed^ted äiücier gu berfelben Anomalie -^ gel^örigen 9?abienöeftoren r 
unb Vi , fo gel^t bie ^roe mit ber ^otargleid^ung 

F (r, 9) = über in F (r, , 9,) = f(^, 9) = 0. 

©iefelbe ülrandformation uerroanbelt bie in parabolifc^en floorbinaten audjjebrüdtc Suroe 
11) F(e,ri) = in Fi^..ri,) = F(^~^^^i, ^^^^ 

•Daran« ift ju erfennen, ba% fobatb bie miHfürlit^en Äonftanten x unb c g(eic§ fmb, ber 
Übergang oon einer Äurue ju i^rer inoerfen fi(^ im parabotifc^en Äoorbinatenföftem in genau ber* 
felben ffieife üottgieljt roie bei 6artefi)(^en Äoorbinaten. ©omit ^at bie inoerfefturüe ber Parabel 8) 
bie ®(ei(^ung 

IIa) ^ £i^ + V = xc(|- + ^g»-); 

' fie ift aifo eine Äarbioibe, für melti^e ber ffoorbinatenanfang Dlüdfe^rpunft ift unb bereu in ber 
§auptac^fe üegenbe ©e^nenabfc^nitte ^^ unb ^^^ finb. Die gugpunftlurüe be« Steife«, beren 
(äfei(^ung 10a) mar, liefert bei ber äbbifbung burc^ reciprofe JRabieuüeftoren bie Äuroe 

IIb) ?4 + ^^=i. v=t1^./ b,^= ^'^ 



%« ' b,« ' ^ a+b ' ' a— b ' 
b. 1^. einen ftegelfc^nitt, Don xoüi^tm ber eine ^rennpunlt mit bem 9lut(pun!t unb bie groge ^Ic^fe 
mit ber ^auptac^fe jufammenföttt. Diefetbe fturoe aU ßpic^Hoibe betrachtet (®Ieic§ung lOd) unb 
fomit auf ein anbere« ffoorbinatenft)ftem bejogen ergiebt al« inoerfe fturtje 

11.^ r^ ^2_L_ 2 2 ^^ V'JW 2x«b»c 

®a« fp^ärifc^e Spiegelbilb einer farbioibif(^en Äuroe ift fomit bei paffenber ffia^l be« Snuerfionö* 
centrum« eine fturoe oon berfelben Srt^). 35ie Äuroe ift alfo (ebenfo mie ba« Sartejxf(^e Ooal) 
anattagmatif (^ ; für 2xb = a2 — b* ift fogar ba« ©piegelbitb ber Äuroe fongruent. Die« 9?efuttat 
mar oon üorn^erein ju erwarten, ba bie fturoe in ieber C^infi(^t ba« Slnafogon be« Äreife« ift. gd 
ift aber and) oon SBid^tigfeit für eine 9lei^e oon 9(ufgaben au« ber mat^ematifd^en '^^Qfi^ 3)ie 
Slufgabe, für einen oon jmei e^centrifc^en Sugeln gebi(beten Siaum bie $otentia(g(ei(^ung jU inte« 
grieren, (5ften Sl^omfon, Diri(^(et unb g. 9leumann befanntßc^ baburd^, bag fie bie ftugeln 



») 3. CJ. öorjmüUcr a. a. D. 3. 126 unb 127. 
2) Söergl. ®. öoIamüHcr a. a. 0. ©. 127. . 
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burt!^ 8lb6ilbmtg mittete rcciprofer 9?abienDeItoren in foncentrifci^c uermanbelten. 3n berfelben SBcifc 
tagt fi(^ bic göfung ber ^otcntiataufgabe für einen fc^olenförmigen ftörper burd&fii^ren, ber burt^ 
^Rotation jroeier beliebigen farbioibift^en Surüen um bie gemeinfamc Sld§fe entfielet; mon ffat eben 
nur burd^ Snüerfion bie beiben gläd^cn in „foncentrif(^e", wenn man fo feigen barf, ju öermanbeln 
nnb bie gäfung auf biefen gatt jurüdiufül&ren. S)a roir gefeiten ^aben, bag bie SWeribianelber 
SRotationöfläd^en inoerfe Segetfd&nitte finb, fo fmb bie gunltionen, welche bie Söfung vermitteln, feine 
l^ö^eren afö ftugelfunftionen ober gu biefen gel^örige ©renjfunftionen. 

!Der einfad&fte gaü ber genannten aufgäbe ift offenbar berienige, in tt)e((^em bie farbioibifc^en 
fiuroen ju ftarbioiben mit gemeinfamem StSiffel^rpunft gemorben jinb. !£)erfelbe entfpric^t bem 
©renjfaße ber fic^ im 9lußpun!te berfi^renben Sreife bej. Sugeln. 95ei biefer unb einigen anberen 
aufgaben ift ed bann gang gmedmäßig, an ©tette be«- parobolifc^en Äoorbinatenf^ftem« (?, rj) bireft 
Iarbioibif(^e Soorbinaten {ki,rii) ju oerrocnben. S^ren 3ufammenl^ang mit ben Sartefifc^en ftoorbi^ 
naten geigen bie ©leid^ungen 



12) X = x^c ji^TT--^ ' 7 = ^'^ 



iJefetere fmb für lonftante ffierte oon ?i unb y)i bic ®Iei(^ungen gioeier ©^fteme üon ortl^ogonalen 
Äarbioiben (gig. 6), beren gemeinfamer 9iüdfel^rpunft in ben Äoorbinatenanfang fäfft unb bereu 
äc^fen in ber ^aWftaä)\t liegen. 

3n biefem Äoorbinatenf^ftem fpielen bemnac^ Äarbioiben bie SRoÜe ber fonfofalen ?ßarabeln 
be« paraboüfc^en ©tjftem«. Seber ^anlt ber Sbene beftimmt fic^ burd^ ben ®(^nitt gn)eier Äarbioiben, 
üon benen bie eine i^ren ©t^eitel auf ber pofitioen, bie anbere auf ber negatioen Raffte ber x*ä(!^fe 
^at. S33ie bei ben parabolift^cn Äoorbiuaten lann man bie Scßf^feung treffen, ba§ li nur pofitioe 
SBerte annimmt, roäl^renb yj^ in ber ^albebene (x, + y) pofitio, in ber §albebene (x, — y) negatiu 
ift. ®ie ®rengen für ?i unb tji finb biefelben roie bei ben parabolifd^en ftoorbinaten (?, rj), aber in 
umgefel^rter JRei^enf olge ; benn bie ©d&eitel ber in einanber gef(^a(!^teften ftarbioiben entfernen fit^ 
Dom fioorbinatenanfang um fo roeiter, je Heinere ©crte i^re Parameter ?, unb yji annehmen, gfir 
aüe fünfte, welche auf ber negatioen Raffte ber x^äd^fe ober in unenblid^er gerne liegen, ift ?i = ; 
bagegen ^at yji ben SBert für aKe in ber pofitioen x»8lc^fe ober in ber Unenbli(^!eit liegenben 
^unlte gür beu 3[nfang«pun!t ber Äootbinaten ift forool^I Ej ate rji gleid^ er». 

®ie ®(ei(^ung ?, = a bebeutet alfo im Äarbioibenf^ftem eine beftimmte Äarbioibe unb in 
entfpred^enber SBeife laffen fic^ bie ©teic^ungen anberer Äuruen in biefen ftoorbinaten au^brüden. 
®a bie 2)ur(]&[ü^rung oon SBeifpielen unnötig erft^eint, fo begnügen mir un« mit bem ^inroei«, 
ba§ bei einem SSergteit^ ber Äuroen im farbioibifc^en unb im ßartefif(^en Softem im allgemeinen 

geraben Sinien farbioibifd^e fturoen, 

gteit^feitigcn §i)perbe(n Äreife, 

gemni^faten gerabe 8inien, 

Sreifen Parabeln 

entfpred^en. 

3 



1« 

§ 10. 

@9 ift felbftuerftanbüd^, bag bie parabo(i[(^en ^oorbmaten aufer bei pl^^jifaUfd^en ^xaqm 
aucft bei ber 5)i«fufjion ebener Äuroen, inöbefonbere foI(^er, beren ©leiö^ung in bicfen ftoorbinaten 
eine einfädle ©eftaft \)at, mit SSorteil angeroanbt werben fönnen. Snbcffen muffen wir e« un« 
^ier üerfagen, ein bal^in gel^örigeö Seifpiel öottftänbig burd^jufü^ren; e« mag genügen, einjelnc 
fünfte ^erDorgel^oben }u l^aben. 

« 

1. 3)er auöbrud für bo^ Qnabrat ber Sntfernung groeier fünfte P(x,y), Po(xo,yo) 

R« =: (X - xo)« + (y - yo)^ 
nimmt bnrd^ Sinfül^ruug parabolifc^er ftoorbinaten mittete la) unb ber entfpre(!^enben gormetn für 
Xo unb yo mel^rere bemerf entwerte formen an. üDiefe finb 

13) R2=:-J^[^(?+?,)« + (rj + r,,)2] |^(^ _ ^^)2^. (^ _ ^^)« j 

öon benen ba(b bie eine, balb bie anbere Serroenbung finbet. 

2. 3(u^ la) folgt burd^ partieöe Differentiation 

5x_2§ ^____2^. ^JL — ^ 5y _ 2g 
5? c ' 5y] c ' bl c ' Sy} c 

©al^^r ergiebt fid^ 

bie« ift ber anaU)tif(^e 2(u«bru(f für bie Ortl^ogonalttät ber bciben ^arabelfc^aren. SBeiter erl^^ften 
n?ir für ein Sogenbifferential auf einer ?* beg. y]*^arabet 

"' ^'i =[(1^)' + (1^-)'] """ = ? «'+'■> '■'■'' 

®a bie ?ßarabeln fi($ unter rechten ffiinWn ft^neiben, fo ift ba« Quabrat eine« beliebigen 
Sogenbifferentiale« 

14a) ds« = ds' + ds' = -^,- (E« i- Yj«) (d?« + dr^2) 

unb ba« gtät^enbifferential 

14b) df=d8^,. ds^ = 4- (^' + ^i') d?d^- 

Dcmnad^ erl^olten mir für bie Sänge s be« Sogen« Po Pi (8ig. 7) einer ^arabet ? = 5o/ 
welcher burc^ bie fonfofafen ^orabefn r^ = yj^ unb r; = r^ l)evau«gcfd)nitten unrb, ba« einfache Sntegrat 
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VW+ri^ iri = |o! 



14c) 



^0 

1 

8= — 



u + ®in u ßof u 



Ua 



= 1 (-,. KS'+v - ,. K5.-+,.. + 5.M6 ^ '; + ;::|;+^: ) 



ffiuvbe bcv Sogen üom ©(Reitet Q an^ gerechnet, für meldten >]o = i% fo folgt 

i4d) s. = \{n, Vlo^'-P^' + ?,« lg 5L+i^|oyiV ). 

Siegen Rq unb R^ auf ber $Qra6e( ^ = ^i unb bejeic^nen mir ben S^äc^enin^alt bed oon 
üier ^arabclbogcn gebitbeten atec^te* PoPi Rj Ro mit F, fo liefert bie ©teid^ung 14 b) 

14e)F=Aj ' J\i' + ri^)A^dr, = ^,[i^^--^)iri,'-ri,^) 

3fl g^ = rj^ = 0, fo ergiebt fi(^ ber gläc^enin^alt be« üon ber ©Iretf e S S^ unb ben ^arnbetbogen 
SR| unb S^ Ri begrenjten ^Dreted^, nätnliti^ 

ü»on bemerfe, bofe in ber Sigur 0Q= ?o^ : c, OSo = rjo« : c, OS = ?i« : c, OSj = rj^^ : c, 

OPi = (Eo* + V):c, OR| = (?i« + 7ii8):cunbbiegura(^fe©enfrec^teRiT = (2?i7)J:cift. 

3. Der in ber mat^ematif(^en ffftf^t eine wichtige 9toKe fpietenbe ÜDifferentiatauöbrud 

nimmt burd^ Sinffil^rung paraboUfc^er fioorbinaten tnegen 14a^ bie Seftatt 

an. !Da bie 3ntegration biefec £)tffmntta{gleit^ung, ed mag An gleich nuQ obct eine l^unftton 

ber ^txt, nämlit^ x j- ober x g-^, fein, feine erl^eblii^eren ©c^wierigfeiten bietet, fo erfennen mir, baß 

bie Selöönbtung oon Slufgaben, meiere bie SSerteifung ber ßleltricität unb ©arme in einer para* 
boIif(^en ^(atte, foiüie bie @c^n)ingung«erf(^einungen einer fold^en betreffen, burc^fö^rbor ift. 

§ 11. 
Pie (ogoc^ftfifi^e ^nv^e. ^tap^if^e patfteltnttg bet (Logarithmen. 

Die (ogoc^fßfd^e jturue^), roelc^e auc^ ftutumaeibe, l^armontfcl^e fturue unb gerabe ©tro« 
pl^oibe genannt roirb, ift für un« be«l^alb oon befonberem Sntereffe, meit jte in ©erbinbung mit 
einem ©^ftem fonfofater Parabeln bie geometrifc^e DarfteQung ber Sogarit^men mit Seic^tigfeit ermögticl^t. 

©teilen wir un« bie Aufgabe, bie gutpunftfuroe einer ^arabet für einen in ber Sc^fe 
(iegenben $o( P }u beftimmen, fo empfiel^It e^ ft(j^ bie ©c^eitelgleitj^ung ber *ißarabet in Slntoenbung 
jubringen. Diefe ift nad^ 7), menn mir cp = — 2 ?o* f^fe^n, morau« bie Sage ber Suroe l^eroorge^t, 

l 1^ _ J^ 

1) Säcrfll. ©. (iJüntl)cr a. a. C 3. imb 5, Ä'ap. 

3* 
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$at bcr Sßnntt P oom ©d^eitet ben abftanb g, fo ergiebt fid^ at« ©leicj^ung ber gugpunWinic 

16) (5 *-hr)2)2(cg + V-?'+V) = (?'->i')[c^g'-(cg-?o')(^^ ->]«)]. 
3e nad^bcm in biefer ©fcic^ung g = — ?o^ • <*r g = ober g=z^^:c ift, erhalten ititr al« gu§- 
f unftfuroe ber ^arabef bte (gt^eiteltangente berfelben, eine Siffoibc ober bie ?ogoc^füf. Die ®(ei^ 
c^ung biefer ift 

16a) (f^ + n^y (2 ?,^ - ?^ + r)') = ?»* (^^ - vj^)ober (^. ^ ,jV)V + ^W f^i (^t^.-] * 

änbrerfeit« roerben roir, \m^ ber Slufmerffamfeit ber ©eometer bi^^er entgangen ju fein 
fc^eint, auc^ burc^ Snoerfion anf bic logoc^ftifc^c ^uroe geführt. SSJirb eine gfeic^feitige §^perbet 
Don i^rem 2ßittelpnnfte au« burc^ reciprofe JRabienueftoren abgebilbet, [o wirb befanntlic^ eine 
8'ettini^fate erl^aöen, roa^renb bie abbilbung üon einem ber S3rennpun!te au« (©eite 16) auf eine 
farbioibifc^e Äuroe füljrt. ©neigen wir ba« fp]^äri|(^e ©piegelbifb bcr gleid^feitigen §^perbel für ben 
©(Reitet afö Snoerfionöcentrum, fo ergiebt fic^, faü« bie große 2((!^fe a = ?o^ • c = % (öergl. § 9) 
gefefet mirb, bie burc^ ®(eic^ung 16a) au«gebrü(fte 8ogoci)nif. 

2[n britter ©teöe enblic^ geigt fi^ ber 3ttfö»ntt^^n^öng ber logoctiftifc^en Äurue mit einer 
®ä)ax fonfofater ^arabetn bei ber Sufgabe: SSon einem beliebigen "ißunfte an^ werben an eine 
!DoppeIf(!^ar fonfofater Parabeln üon entgegengefe^ter Slc^fenric^tung Sangenten gefegt; man fott ben 
Ort ber a3erü]^rung«punfte bcftimmen. ©inb bie ^arabetn burd^ bie ©leic^ungen 8 a) gegeben unb 
fiat ber ^unft bie ^jaraboüfd^en Soorbinaten ^,riQ, fo ift ber geometrifd^e Ort ber SerWjrung«* 
punfte eine fc^iefe ©tropljoibe*) mit ber ®tei(^ung 

17) ?« + r)2 = (5o^-V)rfe + 25oyjo, 

? -r w 
in n)e((^er bie oberen SBorjeic^en ober bie unteren ju nehmen fxnb. !Darau« ift ju erfennen, ba§ 

bic Äurüe au« jroei S^tiqtn beftel^t, bie einanber fongruent finb, fobalb ber ^ol (^o, >Jo) iu bie 

|)auptadöfe fällt, al[o entroeber ?o = ober >]o = O^f^Ö* wirb. SWad^en wir y]o = 0, fo erl^alten 

wir für bie beiben S^txQt ber logoc^flifc^en Äuroe bie einfad^en ©leic^ungen^j 

17a) ^^^r^2^\^,^^±Jl ^ 524.^^2 = 5^2?^^. 

i^re Übereinftimmunj mit 16a) läßt fic^ müljelo« bartl^un. ©iuibieren wir bie ©leic^ungen buvc^ 
c unb feigen Eq- : c = a, fo folgt mit {Rüdtftc^t auf 3b) unb 3c) al« ^olarglei(^ung ber Sogoc^flif 

17b) r = a. tg(45<>4: |) = a(sec9 + tgcp)= a.e-'% fatfösec 9 = (5of u. 

^ierau« ergiebt fi^ baß ba« SRec^tedE au« jwei ju berfelben Anomalie ge^örenben gal^rftraljfen 
fonftant unb jwar gleid^ bem Duabrate ber Entfernung be« ^ole« oom iRuüpuntte ift; auc^ bie 
logoc^flift^e Äuroe ift mitl^in anallagmatifc^. äußerbem geben biefc Formeln eine überau« leidste 
tonftruftion ber einjelnen fünfte ber Äuroe (gig. 8. NPSj OSg M) an bic §anb. 

SJir wenben un« nun ju ber urfprüngli(^en ©c^ar fonfofaler Parabeln, bercn gemeinfame 

S)iefc bilbet and) bann noc^ ben geomctrijc^cn Drt, roenn ftatt ber '^arabclu Beliebige fonfofalc ÄC9eIfd)nittc 
genommen roerben. 33eröl. <S. OJ untrer a. a. D. 3. 33. 

*) 5ötrb bie ^auptad^fc beö paraboUfc^cn Äoorbinatenfi;ftcmö um DO*' gcbrcl^t, fo lauten bie Gleichungen 
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bcr J^üqoci)frif nod) einfncl)cr füIgenbermatVn: i* + '<' = *o*^ ^ u»b ;- + >,- = ^^ -• 
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ad^fe bic |)ttuptac^fc ift. !Die parabotifd^c (gntfcniunfl eine« ^unltcö Rj C?i yjO üon ber. §*ad&fe, 
b. Ij. bic Sänge Si be« aSogenö Ri S bcr burt^ Ri flelö^nben ^orabel 5 = ?i raar ttatj^ 14d) 

l«^ fl — « -J- h « — "ii iyp-2 ji- 2 K ^»' 1^ "i^ + l^^ZBI . 
1«) Sj — a^ + bi , »1 — — J/£j^ -|- r^^^ , bi = - ig r 

e« l)anbelt ft(^ junäc^ft um bie geometrifc^e Deutung biefcö au^briidd. Segen unr in Ri bie 
Tangente an bie ^arabet, lüefc^c bie ©c^citettangente bevfelben in Vi unb bie ^auptac^fe in Uj 
fc^neibet, fo ift ORj = OU^, ViRi = Viüi unb ba^er RiVi = ai. 3ur Darpedung üon b^ 
fonftruieren mtv eine logocljHifc^e Rurue, bereu ^ol S, auf ber §aupta(^fc liegt unb oon um 
a = 5o^:c= 1 entfernt ift. ®ic SSerlängerung Don OVj f(3^ncibet nad^ 17a) ober 17b) bieÄurüe 
in P fo, baß 0P = r ^(yjH; V^^H^')' ^i % ^^ i« 0S = 5,«:c, OS,=ri,^:c, 
SVj = 5i yj, : c, Vi = ?i l/|7+ V • c. üWit^in ift bcr jrocite Soften öon s^ 

\ = ^- ^ogr = "logr, fatt^ ^= "löge = - ^ 



c ° ö / 1 ^ o «logn 

ber SKobuf bc« Sogaritl^M^enf^ftcmö jur Safi« n ift. Stfo Ijat man bie ©Icic^ung 

18 a) "logr = Si — aj. 

3ft im bcfonbcrcn gaöc ^,2:0=1, fo gcl^t bie "ißarabet (ßinl&eit^parabel) bur(§ ben ^ol bcr 
Sogoc^ftif unb c« treten SSereinfad^ungen ein. 3n biefem gaße l^at man für ben Sogen Rg S, = s, 

18b) 8, = aa + bg ; a, = R, Vg, bj = Mog r, b. ^. 4og 1 = 82 — a,. 

f)ierau^ ergiebt ftd& für bie grapl^ifc^e '©arftcüung bc^ reeüen Sogarit^mu« einer ^al)i r 
ju einer ^afi« n folgenbc guerft üon 3a me« 33oot^*) gegebene SSorf(^rift. üßan jeid^nc in bad 
©^ftem ber ?*^arabeln eine togoc^flifc^e Surne, bereu ^ot S, oom 9Juttpun!te um bie SSngen« 
ein^eit ^) entfernt ift unb bereu ?ld^fc in bie ^«Sld^fe fällt, barauf fd^tage man mit SRabien, bereu 
Sänge n unb r einleiten beträgt, um ftreife, meiere bie Sogoc^Iti! in Q unb P fdjneiben. S5om 
©(^nittpunft V3 be« gal^rflraljlc« OQ mit ber ©c^eiteltangente SjVj ber (Sinl^cit^parabel au§ lege 
man bie jroeitc jEangente V3 R3 an bic ^arabcl, trage ben rcftificicrtcn ^arabetbogen R» Sg auf 
RgVg bi« L3 ab' unb fleße fit^ eine ©tredte bar, bereu üKagjal)! ju ber oon V3 L^ reciprol ift. 
T)k^ gcfc^ic^t am einfadöften baburc^, baß man Vg L3 afö 9tabiuöDc!tor M in bic Sogoc^Hif ein» 
trägt unb ben ©c^nittpunft K mit bem groeiten fturücnjtueige auffut^t. ®en ga^rftral^t K bicfe« 
^unfte^ trage man Don au« auf OS^ bi« S ab, jtel^e ju bcr bamit bejcic^ncteu ?*^arabel bie 
©(!^eiteltangcntc, raetc^c OP in Vi trifft. 9Son Vj auö cnbfic^ lege man bic jrocite Siangentc 
Vi Ri an bic "iJJarabel unb fc^neibe ben rettificierten ^arabelbogcn Rj S üon Ri au« auf Ri Vi bi« 
Lj ah. ©ann ift bic 3)?aßja^t ber ©trcdfc Vj Li bcr ücrfangtc "log r. — SOJar n = e, fo oer-- 
einfad^t fu^ bie Äonftruftion roefcntlid^. J)a je^t ^i^ : c= ^'loge= 1 ift, fo fäöt bie §)i(f«parabct 

') 3- 2^oot5. 1) A inemoir oii Uie trigonometry of the parabola and the geometricjü oi'igiii 

of logarithms etc. London, 1856. 
2) A treatise on some neAv geoinetrical methods etc. London, 1873. 
3. 3. Ch'iut^er. a. a. D. 3. :>2. 

*) 3n S'ifl. 8 ift bcv beffcrcii ÜDerficTjtUc^fcit fjalber Öic ^L^änj^cncinOcit (^Iciri) *^0 mm niirtciionuncu luorbcn. 
5>ic fünfte Q, Vg, R3, Lg ftnb baf)er in bcr 'S'io^mv iud)t uorftanbcu, inbcff cu luurbc bic cntfprc(l)cubc itonftruftion 
in bci\ fünften X, V, R, L biircligcfüfirt. 2^ic ^^im(\c uon Vg L3 übiigcuf» ()at man in OM imb ifjrc ^Hcciprofc in OK. 
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mit ber Sinljeit^parabel i^ufammen. OP fd^neibet beren ©(^eitcftoiigentc in Vg uiib e^ ift bte ÜWaß* 
ja^I Don V, L, = r7^, — R, V, flleid^ «log r. 

^anbelt e« fic^ um bic ©orflcDung be« Sogarittjuiu^ einer ^affl r in aüen ntöglic^en 
Soöarilljnienfijftemen, [o mirb man offenbar öon ber DarfteDung V, L, be« 8ogoritl^mu« biefer 3ö^f 
im natürlichen ©Aftern au^ge^en. ©ann (offen fid) bic Sogarit^men uon r in ben übrigen (S^ftemen 
bur$ einfache ^araßetenfonftruftion finben. @d iit nämtic^, ba t^nnd^Ieit^punft ber Tonfotalen 
Parabeln ift, V^ L^ : V, L, = OV, : OV, = OS : OS, = OS : 1, alfo V^Li = S. V^L, ober 

"log r = ^^. ^log r. Solan l^at alfo Lj mit ju oerbinbcn unb ju V, L, paxaUtk Sinien, j. S. 
c 

Vi L, JU gießen, um log r in ben oerfd^iebenen ©i)ftemen ju erhalten. 

§anbe(t c« fid^ bagegen um bie ©arfteöung ber i?ogaritl^men aller 3^5^^" i" ^^wem unb 
bemfelben Sogaritl^menfijftem, fo genügt ebenfatt« eine ^arabel. 3ft ba« ©tiftem ba« natür(i(^e, fo 
ift bie entfprec^enbe ^arabel bie ginl^eit^parabef. §ier bitbet bie golge ber fünfte L, !>,, L3 . . ., 
beren Äonftruftion au« bem Obigen erhellt, bie Söoloente ber ?ßarabel unb e« entfpred^en beren oon 
ber ©c^eiteltangente ber^arabet begrenjte 5ßormaIenabfc^nitte VL, Vg L,, V« Lg . .. ben Sogarit^men 
ber S^f^kn im natürlichen ©Aftern. 



II. 

§ 12. 

Pa$ ^otationspataMoih txflex jttf. 

Sei ber Sel^anblung Don Aufgaben, mel^e ba« 9iotation«parabotoib unb Deriuaubte Äörper 
betreffen, ift e« jmcc!mägig ftoorbtnaten anguiuenben, bie fic^ m^ ben im Dorigen ftapitet betrachteten 
in cinfac^r SBeife ableiten laffen. Da e« iebo(^ nic^t gleic^gfiftig ift, ob bic ba« ^araboloib er* 
jeugenbe ^arabet fit^ um bic 5)öuptac^fc ober um bie im 9luBpunfte auf i^r ' crrid^tetc ©enfrccfite 
bre^t, fo empfieljlt e« fic^, ein 9totation«<}araboloib erfter 9lrt unb ein folc^e« jiDcitcr ärt ju unter* 
fc^eibcn. 3"«8c^ft befd^äftigen roir un« mit bem 9totation«parabotoib erfter 2lrt, roeld^c« burc^ Um» 
brel)ung ber ^arabel um bic 5)öui)ta(^fe entftel^t. 

SCBir Ratten früher gefeiten, bog ein $unft ber ^albebcne (x, + y) Doüftänbig unb einbeutig 
bur(^ ben ©c^nitt jmeier 5)aI6pörabe(n, oon benen bie eine ber ©c^or ?, bie onbere ber ©c^ar rj 
ongcprt, befttmmt ift. 2)obei rooren fomol^f bie SBcrtc oon ^ ol« au(^ biejcnigen oon tj pofitio 
unb nariiertcn jiDifc^en unb c/d. ®enfen roir un« jcfet bic §albebene mit il^ren $arabclfc!^arcn 
oI« ÜWeribianebene unb bret)en biefelbe um bic x* ober ?»?l(l&fe, bi« fte roieber i^re urf^jrünglic^e 
Sage einnimmt, fo crl^oltcn roir grort ©ijftemc oon orthogonalen 9totation«parabotoiben. Sejeic^Hcn 
roir bal)er mit 9 ben SBinfel, um . roctd^en bic urfprünglid^c ^olbebcnc gebrcl^t roerben mug, bi« ein 
im SRoumc gegebener ^unft P in biefelbe falle, fo ift Kor, bog ieber $unft be« SRaume« einbeutig 
bur^ bie Soorbinoten ?, r^, 9 beftimmt ift. Um oüc ?ßunfte be« SRoume« gu erholten, muß man 
l oon bi« cr>, Y^ uon bi« c/d, cp üon 0® bi« 360® oariieren (offen. • 
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t>\t Soorbinoten ^,ri, 9 bc« ?ßunftc« P fmb bte Parameter ber brei fw^ in biefcm fünfte 
unter redeten ®in!ctn fc^ncibenbcn gläd^en, beten ©feii^unflen fi(^ o^ne Üßu^e au« ben gormetn 



19) x= ^ — / y = cos cp^ z = Bin 9, 

roeld^e ben 3ufammenl^Qng ber Sarteftfc^en ftoorbtnaten mit ben paraboU[(^en anbeuten burc^ @(iminQtion 
je groeier ber ©rößen l, t], 9 ergeben. 2Bte früher bebeutet au(^ l^ier c eine wißfürliti^e fonftante 
©trede, bereu Sänge auc^, ol^ne ber Xtfgemein^eit ju fd^aben, at« Sinl^eit gemä^(t merben Tann. SDtan 
erljält bte ®(et(^ungen 

19a) y2 + z« = — 4^x + 4 i^\ y« + z2 = 4^-x + 4(^y,y8in9-zco8cp = 0, 

Don benen bte betben erften 9{otation«parabo(oibe mit gemeinfamem 93rennpunft unb berfelben Slt^fe, 
bie (e^te beren SDIeribtanebenen üorfteQt. jDie ^araboloibe mit bem Parameter E ^aben t()re ©(Reitet 
(Sig. 9)/ fött« c «nen pofitiüen ®ert ^at, fämtli(!^ auf ber ^^Sld^fe b. 1^. ber pofittDen ^&l\tt ber 
x.ad^fe in ber Sntfemung l^ : c üom 9luttpunfte, roäl^renb bie ©(Reitet ber rj.^raboloibe fämtlic^ 
ouf ber yj.Slc^fe b. 1^. ber negatioen $ätfte ber x^ac^fe in ber Sntfernung r^^ : c liegen, giir ? = 
ge^t bie ^gläc^e in bie r^^a^fe, für r^ = bie rj^gläd^e in bie ^Hd^fe über. Sebeuten ^, rjo. 9o 
fonftante ®r6gen, fo lauten bie ©teic^ungen ber brei ^ät^en in paraboßfi^en jtoorbinaten 

19 b) § = ?o/ ^=^0/ ? = %. 

unb t& ift flor, bog ein ^unft P (E, rj, 9) innerhalb, in ber Oberfläd^e ober au^er^atb be« Um* 

brel^ungdparaboloibe« ^ = Eo (iegt, je nad^bem^^Eo ift. S)ie paraboUfc^en Stoorbinaten merben 

in Sartefifd^en bitrc^ bie t$orme(n 

19 c) ?• = |-(iAxM-7r:f-z ^ + X), 7j2 =1 (1/ v^-_|. yr:^ z«' - x), 9 = arc t« y 

audgebrfldtt; roobei ffimtlid^e Sßurjeln mit pofttioen SSorjeid^en ju nehmen finb. 
3)er nad^ bem fünfte P {^, y], 9) gezogene 9iabiu«DeItor l^at bie Sänge 



20) r = V/x^ + y2 + z^ = 



c 

Dagegen erl^atten mir für ben Sbftanb R biefe« fünfte« P üon einem jtoeiten fünfte Pq (So» ^0/ 9o) 

20a) R2 = (x_x^)2 + (y_y^)2 + (2_z,)2 

= ^i(?' + V + ?o^ + V)'-(2r)ifio + 2?Eo cos e^-9o))^ -.(25^0 8in(?- 

!Die (Sntmidtelung bed reciprolen SBerte« ton R nat^ SBeffeTfc^en Sunftionen ^abe i(^ an einer 
anbercn ©tette*) gegeben. 

Silben wir au^ 19) bie ©ifferentialquotienten oon x, j, z nad^ E, yj, 9, fo jeigt bie 
®(ei(^ung 

5x 8x,5y 5y _ 5z 5z _ /^ 

Sf '5y] "*" '5?' 8y] "^ 5g 57J — ^ 
an^ bag bie beiben ©d^aren ber 9}otationdparabo(oibe in ber S:§at einanber fenfrec^t burd^f(^neiben ; 
badfelbe ift offenbar auc^ bei ben SDteribianebenen ber ^(xU. SJ^it^in ergeben fi4 i^^nn luir nod^ 

*) 'l>rü^ii"amm t>es Ohmuiafiumo 511 Güftrin. 1881. 3. 7 Ms 1). 
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,, -(l)V(lDV(i)- B=(-|)V(|)+(|)* 

fe^cn, für bie SBcgcIcmeiite auf ben brei glätten bic Stuöbrüctc 

2la)dwj=:l/A. d? dw^ = l/ß". dYj dw^ = l/C~: dsf | 

c c c 

unb bal^er tft baö Ouabrat be^ Stitieneletnentö 

2 1 b) dw« = dx2 + dyä + dz« = dwf + dw* + dwj 

= -^J(c=' + ^/*) d?-^ + (?' + >i-- d^/* + IW^-i *]. 

SBeiter finb bic t^läc^eticleuicnte in ben brei t$(S(^en 

21c)dfj = dw,..dw^ df,=dwj.dw^^ df,^, = dwj . dw, 

= Ä?^ l/f =^ + V dr, d-f, =^t ?^ K?' + Vd?d9, =i(5*+Yi«)d5dr, 

Sj V* L . I 

unb enbdc^ baS 9lautne(ement 

2 1 d) dv = dw, . dw . dw,. = - , ^r^ (?« + y,») d? dr^ dcp. 

Um ein 93ci|piel ju machen, berechnen iinv ben 3n^alt V unb bie Oberfläche F be« Don 
ben ^araboloiben ? = ?o unb ri = >3o beQrenjten Sörper^. ®iv erhalten 

22) F = F5 + F,=.-j EoTi l/;oH= Vdr,d? + 4 ?19. l/£* ^^^ d? dr; 



= % [(?o + ^/«) l/l«^ +"><o* - (?,* + T^-o")]' 



/'4 /"*70 /"»-" 

22a) V=-|j j j ?r)(?^ + rAd?dr,d'^ = ;^io»V(Eo*+V/. 



5ür .bie (jeometrifd)e ©entuno biefer Slu^brüde ift ju bemerten. bn§ (gig. 9) OA = BC=5o^:c, 
OB = AC = V:c, AB = OP = OQ = lCo* + VJ:c, OC = (Eo« — V) : c, CP=CQ 
= C^ ?o>^(o) • c tft. ©er in $Rebe ftel)enbe ffSvpcv ift aud^ in p^l)fifatifc^er ^infic^t bemerfenöwert. g« 
aierben g. S. Strahlen, welche üon QU^geljen unb bie innere fpiefleinbe Oberfläche treffen, ftet« fo 
jurücfgeroorfen, baß fie nad^ je giuei SRcffeiHonen immer roieber ben ^unft paffieren. 
®er äu«brn(f 

nimmt nac!^ Socobi') burc^ Ginfu^runfl ber Barometer \,'i\tr t"««« beücbigen orthogonalen 

t$(ä(^enft)fteme bie |$orm an 

^ . 5/D5u\ , /D 5u\ . /D5u\ 

Ü)^lt^ematifd)c ÄWrfc. ^^^crliti, is:>l. ^^b. t>. 3. 40. 






$tnb ^, ri, 9 bte ftoorbinaten bed Umbrel^ungdparaBototbfd, jo folgt 

!S)a bie Integration biefer portieden Differentia^gleiij^ung, gleichgültig ob Au nuQ ift ober bie erfte 
ober jmeite Ableitung ber f^unltion u nac^ ber S^^^ ^ enthält, auf bie Integration gem81)n(i(^er 
!£)ifferent(d(Q(eic^ungen jurütfgeffi^rt roerben fann, fo fmb alle Probleme an^ ber mat^ematijd^en 
^ffi^nt, mid^t bie Sofung bie)er ®leid|ung erforbern, für einen Don Stotationdparaboloiben begrenzten 
fi5rper ISdbar. 3ft Au = 0, ^at man e^ alfo mit ber ^otentialgleic^ung ju t()un, fo fmb bie 
Munitionen oon ^ unb ri, loeld^e bie Söfung oermitteln, nac^ einer ^emerfung bed ^errn ^?e^(er ^) 

bie Sunftionen bed ftrei^c^Iinber«. 3fi aber An oon yiuU oerfc^ieben unb ift Aa = x-^/ 

loie fotc^e^ 3. 93. bei ber Unterfuc^ung ber SSfirmebemegung in jenem Jtörper eintritt, ober 

An = X ^, roa^ g. 93. bei ber Sortpflanjung ber (Schwingungen in einem fomprefjtbeln elaftifij^en 

aßebium Dorfommt fo treten in ber Söfung gemiffe ben f^unftionen bed porabolifc^en S^linber«^ 
}ugeorbnete gunttionen auf. 9Kan fe^e l^ierüber bie erroäfinte Sb^anblung be« äJerfaffer«. 

Sfi^Ien mir ben gemeinfamen 93rennpunft ber ^araboloibe jum S^ran^formation^centrum, 
fo erhalten mir burc^ 3nuerfion brei ©Qfteme oon orthogonalen ^(äc^en mit ben "Parametern 
^if^i/?!- ®i^ Ui^^ @leic^ung 11) entfprec^enb 

ttiib ermatten al» ®(et(^ungen ber gffu(!^ten Stöcken 

24«) (x,* + y.» + z.«+0x,)'= (|£)\v + y.«4-z.«,, 

ji sin 9, — Zi cos 9i = 0. 

"iDie beiben erften ©leic^ungen fteQen Stachen oor, welche burc^ Umbre^ung oon ftarbtoibeu 
mit gemeinfamem $oI unb gemeinfamer Sc^fe um biefe Steife entfte()en, roä()renb bie le^te bie (äUu 
c^ung ber ba}u ge^Srigen SJ^eribianebenen ift. !£)iefe ($läc^en(Qfteme bcftimmen bie Sage eincc< 
•fünfte« imStaume einbeutig, loofern man j. 93 nur pofitioe ffierte ber Parameter 5i/>)if?i guloßt. 
9BeiI für ^^ = od bie §i«??(ac^e ben 9luIIpunlt, für ?i =0 aber bie negatioc x^^S^fe^ bie >],*Släc^e 
bagegen für tji = od ebenfall« ben ?RuIlpunIt unb für r^ = bie pofitioe Xi^adjfe oorficUt, fo 
luirb man aQe fünfte be« 9iaumed erhalten, loenn ^1 uon od bid 0, yj^ uou od bi« 0, cp, oon 
0^ bi« 360® oariiert. Äuc^ ift erfic^tlid^, baß 5i unb rji ftet« im 2lbnc()meu begriffen fiub, loeun 
man oon einer ben ^ol nS^er umfc^liegenben §1« ober yji^Släcl^e ju einer il)n loeiter umgcbcnbcn übergebt. 

Die Entfernung Ri jroeier fünfte P, unb Po mit ben farbioibifc^en Äöorbinaten 5w '^lu^i 
unb ^, y)o, 9o ^giebt fic^ an^ ber ®(ei(^ung 

M ^5rogvamiii bcs (5Ji)mnafiumd \u ölbimv 187U. 3. '2. 



2(1 



•/> c- 






26a) 



5ür bic ©cgclcmcntc auf bett bret gfä(^cn ctl)alten nur 

2x*c ^^ ^ 2x3c 2x«c§, 7. ^ 

unb bol^cr ift ba« 9miene(emcnt 

Sevnev finb bie $täd|ene(emente in ben brei Slöt^cn 

26b) df,= y^.^-^. d,. d,.. df, = -y^^^l d,. d,. , . 

unb enb(i(^ ba^ Staumelement 

26c) dv,=:-|^-^'^^^d?.dr,d9.. 

^er üu^brud An, nimmt bie ^orm an 

27. il^-^L^lI-iAn 



5»u, 



^iet ift eine 3:rennun(i ber :$ariabe(n auger im t^aUc bcr $otentia(g(ei(t)ung ntc^t möfllic^. O^ft 
An = 0, fo fann man n, = (5,* + tj,*) u, feljen unb erhält für n, bic ®(eic^ung 

^'•' " = 1 6T (5. iO + ^M. ("■ li) + (.V + iO 8?:" ■ 

Der burc^ Stotation bec jtarbioibe um i^re Slc^fe entftc^enbe $8rper l&^t alfo nur bei ^l^otenttat^ 
aufgaben einfad)c, bie gunftionen be« ^ei^cl)ttnbcr« crforbernbe '^öfungcn 511. 

§ 13. 

Pas ^otatioMpaxaioMb \\mtet ilrt. 

Set bem SRotationöparabofoib jmciter ?lrt, n)cl(!^eö burc^ Umbreljmuj einer ^JJarnbel um bic 

9lebena(3öfc b. I^. bie im Äoorbinatenanfang auf ber ^auptac^fe errit^tote Senfrec^te entfielet, I)aben 

mir mehrere JJäö« SU unterfc^ciben. 3""8(^ft ift ^^^f ^^i 6^i "^^^ JRotation einer (janjen ?* ober 
r)*^arabel um biefc Slc^fe eine gWc^e mit brei 9(btcifun(]cn (Jig. 10) entftel)t, oon benen bie mittlere, 

t)on ber §auptac^fe gefc^nittenc bie Äernffäc^e Ijeigen mön^. S^rc Sortfeljungen über bie beiben in 

ber 9flebenac^fe liegenben Spifecn A unb A^ ^inau^ bi(ben bic beiben anbern fUmmetrifc^ jur ^awfU 

ac^fe gelegenen Abteilungen ber {Jtäc^e 6« en(ftot)en ba^er bei ber Umbretjuni] jroeicr ^arabedi 

3n)eibeutigfeiten, meiere ju befeitigen ftnb. De^^alb betrachten wir nur bie in ber einen Don ber §Weben 

ac^fe beeren jten ^albebene liegenben ^arabef bogen AB, AjB,, CDCj. Diefefben fc^neiben R«^ in 

ben fünften P un^ P^. Da nac^ ben früheren SCu^einanberfe^ungen für ben ?un!t P c poftliü, 
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r^ poptio itnb 5 > Ti, für ben ?ßmtft P, bngegen E, pofitiü, r^ uegntiü unb ? größer tft ate ber 
abfolute Sßert oon rj , fo ift erftc^tUd^, baß bie Sage eined $unfte^ biefer .^a(bebene etnbeuttg beftimmt 
iDtrb, wenn 0<§<c«, — co<yj<+c^ unb ftet« ^ > [rj] ift. 

©reiben mix nun bie §albebenc um bie fte begrenjenbe ?flebeuac^fe, btö fie lüieber in i^rc 
urfprflnglic^e Sage louimt, fo befc^reibt ber $arabe(bogen CDO^ eine fternfläc^e b. ^. ein $arabo(oib 
mit einem 9ßante(, luä^renb bie {ufammengel^Srigen ^rabetbogen AB unb A^ B^ ein ^raboloib 
mit gtoei 3ßSnte(n erjeugen. 3eber $unft bed Siaumee luirb bemnac^ a(d ®(^nittpunlt einer ftern^ 
fCäc^e, einer ^(Sc^e mit jroei SJ^äntetn unb einer SVleribianebene beftimmt fein. Seine jtoorbtnaten 
finb mitl^in 

28) X = ~ cos ^l>, y = ---, z = -- sm xi), 

c c c 

menn tj? ben Sinfe( bebeutet, ben bie bemegtic^e mit ber feften SOteribianebene bilbet. Offenbar i[t 

0®<<tj)<360® unb, mie erroS^nt, 5>M- 3Bol(te man ?<h] feften, fo roürbe bie« anbeuten, 

ba§ brc äröeite üon ber 9?ebenac^fe begrenjte ,f)albcbene afö feftc~©leriblanebene angefe^en werben foQ. 

S)ie ®{ei(6ungeu ber brei gläc^cn fiub, wenn bie Quabratmurjet pojitio genommen wirb, 

ES /E9 \ 9 9 / S V S 

28a) y- = — 45-l/ir:f^ü_)_4(L), y« = 4^l/i«"4-z» + 4(-),x8intt'-zc08t|.=0. 

C \C/ C \C/ 

Sür bie Sntfernung gioeier fünfte mit ben Äoorbtnaten £, y^, ii? unb ^o» ^lo^ *o ermatten wir 
29) R« = -^j(?«+Yi«)* + (Eo* + V)«-8?r,?oV)o-2(g«-~r,«^ - V) cos 0|. - i|,o)j - 

ffieiter finb bie SBegelemente auf ben bvei ijtäd^en 
30)dwj = - 1/?»+^,«. d?, dw = - ViW^'-^-'t' dw„, = ^- ~'^ M-, 

C ' c c 

unb folglich ba» Ouabrat be« SinteneUmentt' 

30a) dw* = ^ U« + r,*) d?* + {?* + r^«) drj'' + ]^ (£« - r,»,« d ,;.»} • 
$ernev ftnb bie S(äd|ene(einente ber brei ^(fii^tn 

30b) dfj = I (E« _ r;») l/^i HP^* dr; d.!-, df, = ^ (?^ - r^«) 1/?*+'^ d§ du-, 



df«. = :t- (5* + V) d? dT„ 



c« 



unb enblic^ bad ätaumelement 



30c) dv = 4 (?* — ^/) d? dr, A^'. 



c» 



"Die j£ran0formatton bee Su^brud« An in bie neuen ^oorbinaten liefert 

?Iu« ber 5orm biefer Differeiitialgtcic^ung ift ju erfennen, bafi fu^ biefelbe allgemein nic^t burc^ 
Trennung ber SSariabefn wirb integrieren (äffen. SJerfuc^t man bagegen, bie Oleit^ung burc^ ein 
'^robuTt Don brei f^aftoren gu integrieren, nämUd^ einer Sunftion oon t, baö ia in Aa oorlommen 
fnnn, einer gunftiou oon ii« unb einer ffunJtio« bee^ jufammengcieftten 3lrgument<< (c* — ri^) ober 



\ 



2P^ 

(2^7;; ober (;* + ^r'/ Jo ä^^'O^ U4^ ^^6 *>i^ '^6^^ *>i^K^ gunftionen bie jugeorbnctc gunftion einer 

Jhetöc^ßnberfunltton tft. (Sin berarttged 3ntegra( (S§t ft(^ roenigftend bei geroiffen grogen Mtroerten. 

^\t Aufgabe ber 3nderfton, me((^e auf Stachen fü^rt, bie burd^ 9iotation ber beibenburi^ 

bie yicUnadjüc gebitbeten 3:ei(e ber jtorbioibe um biefe 9((^fe entftel^en, ntu^ ^ter übergangen merben. 

§ 14. 

3n biefem Sbfc^nitt luirb bie Sage eine^ ^untted im 9taume burc^ brei Aoorbinoten 
^f r}, C beftinimt, mld^e a(d Parameter ber brei ortl^ogonalen ^äc^en 

angefe^en werben tonnen. 5Die (Sleic^ungen ? = ^ unb 11 = 110 tepräfentieren paraboßfcftc S^tinber 
(f^ig. 11), n)äl)renb bad giöc^enfqftem C = ^ au9 ben jur xy-Sbene parallelen Sbenen beftel^t. 
'^ic S3cbingungen, roelc^e §,>),? erfüflen muffen, pnb 0<§<;co, — od<7]<-|-co, 
— er» < ^ < 4- er» . S)en 3u[ammen^ang mit ben 6artefij([§en Äöörblnaten 3eig^ bieUormeln 

c c 

Demnach erf)a(ten luir bie Entfernung R jmeier fünfte mit ben ^orbinaten i, r^, 9 unb 
^0^ >io^ <Fo «»^ ber ©leic^ung 

33) R^ = 1 j(?« + r,« - ?,^ - Tjo^)* + (2 ? r^, - 2 Ea >i)^ + c=^ (i - Co)f 

^ie 3Bcge(emente auf ben brei g^ci^^n finb 

34) dw^ = ^l/FT¥d?, dw =? l/i^+Y'dYj, dw, = d(;; 

c c 

fo(gIt($ i{t bad 9intene(ement 

34a) dw« = 4 (5* + >J*) <1§« + t (5« + ^/*J d^/* + dC». 

c c 

gar bie gföc^cnelemente in ben brei gläc^en ergiebt jid^ 

34b) df^ = - I/F+T' dri dC, df^ = ~ l/^+^dE dC, df^ = 4 (^' + ^') ^^ ^t;, 
unb ffir bad 9?aume(etnent 

34c) dv=i(?'' + T,»)d?dr/ds. 

C 

'Sie Sirandformation be« 9udbru(f^ An liefert bie IDifferenäalgteic^ung 

35) i (^« + ,.) Au == I? + 1^: + 1 (^* + >3^ l^- 

Demnach ftnb fßr einen uon paraboßfd^en (St)(inbern begrenjten ftSrper uic^t nur bie Potential« 
aufgäbe fouDern auc^ bieicnigen Slufgaben (ö^bar, in benen Au eine gunftion ber ^t\i ift. X>te 
gunftionen oon ^ urb t], auf luelc^e bie SiSfung ful^rt, bi(ben einen ©renjfaU ber gunttionen be^ 
eQiptifc^en S^linbcrd unb finb oon mir an anberer Stelle V audfäl^r(id)er be^anbelt morben; neuerbingd 
^at auc^ ^err ^aen^fc^et^; biefe(ben lueiter unterfuc^t. 

*) Programm bc5 öntnnoftumS ju (Süftrin. 18^3. 

') C^. ^ a e n 1) ) die l. Über bie ^ifferentialgleid^ung ber grunftionen des paroboüfdien (5 uliiiDerc>. . 3 (1) l öni i l di . 
.Scitfcörift für «Wat^ematif unb ¥]^i)fir 1888. «ö. 33. öeft 1. 
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Silben mhr ba^ @t|ftein ber btet SlSc^en oom iRuKpunft ou^ burt^ rectt>röfe 9Iobten ab, 
fo ^aben iDtr 

gu fe^en nnb erholten atö ®(eic^ungen bet brei inoerfen 9lM)m 

36a) (x.* + y,^ + ^.^ - ^.^i) = (^«)' i^r' + y^^)' 

(v + y.* + z.t+i^,x,)=(^)\x,«+y.^^^ x,» + y,« + z,« = ~-z,. 

ÜDie erfte biefer ®Ietd^ungen fteQt für lonftante SBerte uon ^i ein Softem Don in etnanber 
gefd^ac^telten mutftfSrmigen Oberflächen uor, beren Qemeinfc^aftlic^er $o( ber ftoorbinatenanfang ift, 
unb beren in ber x,y^*(S6ene (iegenbe Seitßnien and in^einanber gefc^ad^teUen Aarbiniben befielen. 
9ßan fann fn^ eine bi^er f^fic^en baburc^ entftanben benfen^ bog über ben oom 9{ü(!fe^rpunlte au« 
gejogenen ©e^nen einer Karbioibe greife errichtet merben, beren Ebenen fenfrec^t }nr (Sbene ber 
ftarbioibe flehen unb beren !Dnr(^meffer Jene Seinen jtnb. Die ©efamt^eit aller auf biefe Seife 
fonftruierten fireidperipl^eriern bilbet ben ffarbioibenroulft. !Die innerfte ^^^^i&d)t, roetc^e in einen 
?unft, ben ^ol, gufaramenfc^runipft, ffat ben Parameter ?, = c^, rofi^renb für E^ = bie äufeerfte 
ci»5Iä(^c alle fünfte umfa§t, meiere entroeber auf ber negatioen x,*?((^fe ober in unenblit^er 
Seme liegen. 

8u(^ bie iwtitt ®(ei(^ung repröfentiert eine @(^ar Don mulftfSrmigen Oberftcic^en, bie mit 
ben 5j*5tö4«n ben ^ol gemeinfam l&aben unb beren Seiltinien Äarbioiben finb. Snbcffen liegen bie 
®(^eite( ffimtlic^er -q^^fSi^dien auf ber negativen, bie ber ?,*518<^«n auf ber pofitioen xi^Slc^fe. 
gür >)j = c/:^ fteöt bie -qi^^lüä^e ben $ot üor, unb für ^j^ = umfaßt fie aöe fünfte, meiere 
entroeber in unenblic^er gerne ober auf ber pofitioen x,«9($[e liegen. 8u(j^ ift Kar, ba^ E^ unb 
rl^ ftet« abnel^men, roenn man öon einer ben ^o( nS^er umfcl^Ue§enben fjläc^e ju einer i^n weiter 
umgebenben übergel^t. 

Snbliij^ fteflt bie britte ©leit^ung ein ©ijftem uon ftugeipäc^en oor, meiere bie Xiyt^ffibene 
fämtlitj^ im ftoorbinatcnanfong berfil^ren, beren SRittetpunIte alfo bie fünfte ber z,»3lc^fe fmb, Die 
x,yj' (Sbene felbft roirb erl^alten, wenn ber Parameter Ci = ift, roä^renb für I^^ = + co bie 
^geln unenblic^ Kein werben unb ate fünfte anjufe^en finb, bie mit bem $ot jufammenfaQen. 

^ieraud ergiebt fi(^ mit dtßdftc^t auf bie früher erwähnte 93ebeutung negatiuer SBerte uon 
^iu ba§ bie @rö6en ^^,r]^,Z^ unter ben 93ebingungen 0<?i<c^. -~^<^i<+<=^/ 
— co<!si<+c« bie einbeutige ®cftimmung eine« ^^unfte« Pi im Waume ermöglichen. 

3n ben neuen Äoorbinaten brßdt fü^ bie ßntfernung jweicr '^nftc Pi (?». r^i» ?|) unb 
Po {^t f^iof Q)) folgenbermaften au« : 
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•Die SBefletemtntc in ben brei Släd^cn finb 

ri Pi ** p, 

älfo erholten mir für ba« Ouabvat be« Sintcnctcmente^ 
38a) dw« = ^-^'j(5/ + V)d?,^+i5,^ + ra«)dr,,^ 
für bie t$läc^enelemente 

38b) df, = 2|^" 1/I7+ V d>, dC, . df,, = ^J*^' l/E, ^> + r,, « dE, d^. , 

dfs = ^'(?.' + V)dg,dr, 
unb für ba« {Rnumefcment 

38c) dv = i^\5,« + V)d?,dr,,d;,. 

©crec^nen mir j. 33. bie Oberfläcfte P imb ben 3n5alt V eine«^ ftorbioibenmutftetJ, beffen 
ÖJleic^ung g, = g^ ift, fo erl^often roir 

00 00 



-X —00 

00 go 



J r7^. + ,..)..,^vi'''"''^' = äW" = 3*'"' 



39a) V = 4 x'c" ( ' f ( ' lil±V. ^p ^ ^. ^1 /«Vy „,_!., 



t —00 - ■• 00 

wo 



SJabei bebeutet d ba^jenige ©tfid ber x,«?lc^fe, meiere« iimerljalb be« ftörper« liegt, ober mit tinberen 
SBorten ben ©urc^meffer ber größten bcm Sörper einbef(^riebenen Äugel. 

üDie Sinfü^rung ber neuen ftoorbinaten in ben Xudbrud Au. liefert bie 9ietation 

^ ?/ ■" '^"^-stAp:m:^+6^1^hJ+c«(^^+^^>5tA 

ob«v, luenn Ui — 1/p, . u, gefegt roirb, 

1)araue ift ju erTennen, baß bei einem ^arbioibenmulft nur bie 'i^otentialaufgabe auf bte 
metjrfat^ angegebene ©eife fid^ töfen (aßt. 

§ 15. 

Per paxaioRf^c ^itl 

^ei bem ^erfuc^, bie paraboHfcl^en Soorbinaten ber (Sbene auf bie Oberflöc^e einer ftugel 
mit bem $Rabiu^ r ju übertragen, ftellt fid^ um bie ®c6n)ierigfeit entgegen, ein paffenbe« fp^ärif(^e« 
änalogon für bie ebene ^ßarabel gu finben. ^Im fann bie ebene 'Parabel afö OrenjfaH einer SKipfe 
unb ^t)perbe( angefe^en merben, luofern man entmeber einen @(^eite( ober einen SBrennpunft feftp(t 
unb ben ÜWittelpuuTt ober ben jiüeiten S3rennpunft ober ben jioeiten ©t^eitel in« Unenblic^e rüden 
läßt. ^iDiefe uerfc^iebenen gätle geben in ber Sbene ba^fetbe 5Refuttat, im 3?aume inbeffen, loo wir 
i^ mit ben Durt^fc^nitten eine« Regel« jroeiter Orbnung mit ber Oberflöcfie einer Äugel, bereu 
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iientvum bte @pt^e be« ftegetd ift, }u t^un ^oben, tonn eine folc^e Uebercinftimmung triebt ftatt^ 
finbcn. ^icr fann bie „fpfjärifd^e ^ataUV unb ber „^JoraboUft^c fteget" in »erfd^iebencr SBeife 
bcfiniert roerbcn. 

3m aüflemeinen ift gu bemerfen, bafe, "^a e^ nur eine ärt beö Äegele jweitcr Orbnung 
giebt, bie eßiptifc^en^ ^^perboUfiJ^en unb paraboUjc^en Seget nic^t oerfc^ieben fein fönnen. StO 
man bennoc^ bie ©c^nittfuroen eined j£ege(d jroeiter Orbnnng mit einer Stuget ate fpl^ärifc^e Sdipfe, 
fpl^ärifc^c §^perbcl unb fpprifc^e ?ßarabel unterfc^eiben, fo fann bie« nur eine SSerfd^iebenl^eit in ber 
öetrati^tungömeife ober einen bemerfen^raerten ©pecialfaü bebeuten. 

^tucfer*) begei(^net ate parabolifc^en Äegel einen fofd^en, bei bem bie „c^arafteriftifcften 
Schnitte" b. 5. bie Schnitte ber gu ben gofaüinien ) entrechten Sbenen mit ber flegelftäc^e ^arabetn 
jinb. ©öre alfo bie z^ät^fe (gig. 12) bie eine gofattinic be« ftegete, fo müßte ber nic^t benadj* 
barte ©Reitet be« auf ber Äuget r erjeugten ftegelft^nitt« g. 93. ein $unft ber \Md)]t fein. Seiber 
aber ftnb bie beiben Äegel groeiter Orbnung, auf luetc^e man fo geführt iDirb, nic^t ortl^ogonal. ^ie 
93ebingung ber Ort^ogonafitat aber barf man nic^t fallen (äffen, menn braud)bare Sicfuftatc ergielt 
werben foUen. 

ÜDarau« gel)t ^eroor, ba§ ber SBinfel ber SofaQinien eine fonftante ©rög^ ^aben mug. 
:3ft biefc ©röge roißturüc^, fo ergiebt fic^ bie geroö^nlit^e 5orm ber efliptifc^en Äugelfoorbinaten-; 
ffiäre aber jener Söinfet 180^ ein gati, ber bem nnenblic^ fernen SWittefpunfte ber ebenen Sttipfe 
entfpric^t, fo mürbe man, ebenfo roie in bem anbern gälte, ido ber ®infet 0« ift, bie ^otar 
foorbinoten be« 9iaume« ermatten (Sd bteibt atfo nur übrig angunetjmen, ha^ ber ©infet ber golal:^ 
Unien 90® beträgt. 3ft bie z*8l(^fe bie eine i?ofattinie, fo fättt bie anbere in bie xMd)\e, ©iec^ 
entfpric^t auc^ uoQfcmmen ben Sntroidelungen be« § 2, nac^ nieteten bie S^centricitcit ber Stupfe 
im®rengfatte einen unenblic^ gro6enSDBert ertangt. S)ie fo befinierte fp^ärifcfte ^arabet ift übrigen^i 
ber geometrif(^e Ort für atte biejcnigen fünfte P (gig. 12) auf ber Oberfli^e einer Äuget, beren 
fpprift^e (Sntferuung oon einem at« 9ii(^tlinie gegebenen ffeinen Äugelfreifc DE gteic^ ift i^rer 
)P^8rif(^en Sntfernung oon einem gegebenen fünfte Z. 3ft bie 93reite ZÖD be« Äugettreife« gteit^ E, 
PÖX = 'i unb QÖY = fl-, fo ergiebt fic^ an^ bem fp^örifc^en 'Dreied PQZ 

sin (9 -|- 5) = sin 9 • sin (1-, 
ober, menn man 9 unb d' mittet« ber ©teit^ungen 

X = r cos 9, y = r sin 9 cos iS-, z = r sin 9 sin ^ 
eliminiert, 

41) x^ + z2 -- y2 ctg -'S — 4-^-1- — 0. 

^ ' -^ ® • Sin? 

^) X iUücfer. '*}tnalr)tifcijjgcomctnf(^c (rtUrwicf hingen Csffcn. 182b. 

*) Tic i]ciüö^nli(^e Jorm ber cttiptifrf)en iCugcIfoorbiuntcn geben bie (Slcic^uuijen 

u y l/^iTTp l/b^~r« l/c^ - u« l/c^" - ,.« 

^^ bl/c^— b« cl/c«--b« 

.V>ciT .'outt [)at Mefclben, inbem ei- 

/* — a sin (T , V -= a sin rü , b ~ a sin s , c = a 
fc^te, wefcntlicf) ücrcinfac^t. ^^crgl. ©. §utt. ©ine neue Sorm bcv ettiptifrfien S^ugelfoorbinaten. ^roi^ranun Der 
5riebri(^'-5Bcrberf(t)cn ©eroerbefc^ulc ju 25erHn. 1872. 

^ic parabolifdien Äugelfoorbinaten laffen fic^ natürlid) ftierauä öurcö eine einfarf)c ^Betrachtung ableiten. 



t>it^ tft für tonftante Sßerte Don ^ bie ©leic^ung etned ftegete jmeiter Orbnutig, beffen Sofanintett 
bie X« unb z^Hc^fe finb unb beffen (Stjeugenbe m ber xz (Sbene mit jenen Slc^fen ben Sßinfel -^ ^ 

bilben. Sür ben f))^ari[c^en ftegclfc^nitt tft a(fo -^^ ber Sbftanb be^ ®(^ette(d S Dom 93rennpunTt Z, 
90<^-j-5 bie Sänge ber ganjen großen Slt^fe unb 90^ bie ßfcentricitSt 

@tne entfprec^enbe ^etraij^tung (tefert ald ®(et(^ung eine^ anberen pnrQboUjcJ^en ftegel^ 

41a) x2 + z2 — y« ctg »r + ?^ =0. 

^ . ' "^ ^ sin y; 

93etbe ®(et(j^ungen fteQen mit ber ,<tuge(gteid^ung 

41b) x2-fy2-|-z2 = r« 

ein (Softem uon brei ^(äc^enfc^aren uor, meiere fic^ fömtßc^ unter rechten Stnfeln fc^neiben ^i^öfen 
mir nämtic^ bie (Gleichungen 41) nac^ x, y, z, fo erhalten roir 



42) X = r sin Y (£ — ^i)/ y = r 1/ **'« ? ßi» ^/ z = r cos — (c + rj), 
unb bann jeigt fic^, bofe 

-^ 5x 5y ^ _5z^ 5z _ 
55 '5^' + 5f 5y} "*" 5£ Stj ~ 

ift. !£)ie beiben fonfofalen ^egelfc^aren finb a(jo ort()ogona(; bag fie auc^ oon ber ®<]^ar toncen« 
trifc^er kugeln unter rechten 9Binfe(n gefc^nitten merben, ift felbftrebenb. 

5Rimmt r bie SBtrtc oon bid cr> a\\, fo fteöen r, 5 rj ein Soorbinatenf^ftem im 8iaume, 
bei fonftantem r bemnac^ i, ri ein Soorbinotenl^ftem auf ber fiugeloberfläc^e oor. 93ef(^ränfen roir 
un6 gunac^ft auf bie auf ber pofitioen ®eite ber xz^^Sbene liegenbe f)atb{uge(. fo ift f(ar, baß f&r 
; = 00 ber fpprifc^e Segelf(^nitt ben Ouabranten ZX, (gig. 13), für tj = 0<> ber ftegeifcftnitt ber 
anbern ©c^ar ben ouabranten ZX barfteflt; für ? = t] roerbcn bie 'äpunfte be^ ^albfreife« ZYZ, er*= 

galten, jyiit -A =^ 45 <* ge^t bie Sfuroe in einen größten Äugetfrei« über, ber burc^ Y unb bie SDKtte 

ber 93ogen ZX unb Z|X, ge^t; entfpreC^cnb wirb bie yj^Suroe für -k-tq = 45<> ein größter fiugel* 
frei«, ber burc^ Y unb bie ÜRitte ber Sogen ZXj unb Z^X ge^t. ®en oon 0^ bi« 45^ june^* 
nienben 3Berten ber Parameter -^ 5 nnb ^rj eutfprec^en bemnad^ fp^äriftj^e Äegetft^nitte, bie immer 

me^r road^fen; fahren -^5 unb —rj fort jujunel^men, fo roerben bie ftegelfd^nitte roieber Keiner, bi« 

bie?*Äuroe für~5=r90o ben Ouabranten XZ,, bie T}*ffuroe für ^^ = 90nen Ouabranten XjZ, 

ate ®renje erreicht. 

t)ie|elben SSer^ältniffc finben auf ber |)alfatugel ftatt, roeld^e auf ber negatioen ©eite ber 
xz'ßbenc liegt. Stellen roir un« bal)er uor, baß für Jene ^afbfugef bie in bem äuöbrud für y 
üorfommenbe Ouabratrourjel pofitio, für biefe negatio genommen roerbe, fo ift bie Sage eine« fünfte« 
auf b.r ffugefoberfläc^e einbeutig burc^ feine Äoorbinaten E,yj beftimmt, roofern bie Parameter ben 

»ebingungen 00 '^y?;^ 90^00 <Yr}<90o ober/ roa« ba«feI6e tft, ben g3ebingungcn 

00 <5< 180^,00 <Yj < 180« unterroorfen fmb. Die crfte gorm ber Sebingungen giebt über 

bie Sage be« bem fünfte Z benachbarten ©t^eitel« S[uffc^(uß, bie jroeiten S3ebtngungen g^ifl^n an, 
lüie groß bie fpljärifc^e oon Z auögered^nete S9rennpunft«orbinate ift. 'Dabei ^aben roir fliUit^roeigenb 



ootQU^gefe^t, ba| bie (Sr}eugettben ber fpl^firtfti^en jtegelfd^nttte nur btd jur gemetnfamen «Spi^e bet 
ftegrf gerechnet iDetben. 

S)te neue Sorm ber eOipttfc^en ftugelfoorbinaten enifpric^t, mie mon fielet, DoQftänbig ben 
paTabQ(if(^en jtoorbinaten ber (Sbene; fte ge^en in biefe über, menn ber %abiu9 ber ftugel ind Un^ 
enbßd^e roäc^ft. 

2)0^ £luQbrot ber (Entfemung jmeter $unbe mit ben ftoorbtnoten r, i, rj unb ro, ^ y}o if^ 

43) R« = r» + fo' — 2rro. cos y, 

cösY = co8-2-(5'— ?o' cos 2- (t^— >)o) — 81» 2" (^ + &))«tt "g (^ + T?o) + l/flSi §8in §o 8^7! siürjo, 
ein 9udbru<f, ber offenbar noc^ roeiterer Zran^formation fä^ig tft. 
%üx bie Sßegelemente onf ben brei gflfid^en erl^olten mir 

44) dw, = dr, dw. = 2-Y— ^^n_Jd?, dw, = ^y—^—Jir,-, 

folglich tft ba« Duateat be« Sintenelement^ 

44a) dw* = dr' + ~ — ^.- -- — ' d?* + -; ■^-^ dri*. 

' ' 4 sm 5 ' 4 siD T/ ' 



S3eiter ergeben fi(^ bie brei SlSc^enelemente 

4 Ksin ? sin t] 
44 b) V d'i = öT \/ — V- dr dy^, 



unb bad 9taume(ement 

44c) 



ji. ^ \ /sin 5 + sin iQ ^ ^c 

^ V Bin § 



dv = ??l?-l±^drd5dn. 
4 l/sin E sin t; 



Demnach l)oben roir für ben Umfang ü be« Äegelfc^ltte«, lüelc^er auf ber Äiiflel r = r 
burc^ ben Aeget ^:^^ erjeaigt mtrb, bad 3ntegrat 



n 

45) U = 2r. Pa/»M3i^ dr. 



3)a^felbe ift ein uoaftSnbige« ediptifc^e« Sntegral britter ©attung unb lä§t fic^ burc^ bie eubftitution 

_ sin ^0 sin ' y , , _ 1 — sin Iq ,_ 1_ 

' ~ sin^o+cos^y' ~" 1 + sin^' l — sin 5o 

o^ne ä)}u^e auf bie )2egenbre'f(j^e 'J^oimalform bringen. 2Bir erl^aUni 
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.. .,, 4ro6in eo /'**_ dy_ _ 4ro(l - a«k') TT/it v 

*''*'"- 1/1+ sin ij (l-«»k'8i'n''<p)l/r=-i?"^~ *k •'H2'"'»j- 

S3ir bemerfen, bag nac^ einer Sormet Don 3acobi^j iebeß uoQftSnbige eSiptifc^e äntegrot britter 
9rt auf unDoUftSnbige 3nt( grate erfter unb jmeiter ©attung jurudgeffll^rt roerben lattti; im oor« 
(tegenben SaQe f^at a, ber Sßtnlet be^ ^rameterd, ber ®(et(^ung sin a r= a entfprec^nb einen 
fompicjen 2Bert. Um bie {Vormel ju prüfen, fefeen roir ?o = 0; t^^nn tft ü = ro« bie boppette 

8ängc be^ Ouabranten ZXi. 3ft So = t^/ fo ift ber fp^ärift^e Regerfc^nitt ein größter «ugelfrei«, 
mithin ü = 2ro n. J)a^er gilt bie gormcl 

/ V 8inr; 



beren 9itc^ttg!eit auc^ burc^ btrette Hudmertung bed Sntegrate erfannt werben fann. 
T)ev S((i(^^ntn^a(t F be^fe(ben ftegelf(^ntttd ergiebt fid^ au« ber Formel 

tJ r^ /^^sing + sinr] 



K Bin ^ BlU 7^ 

b 

7t _ .u __ ^Ä 





Säuren n)tr bie einzelnen 3ntegra(e, roefcj^e ate bie einfad^ften eUiptifc^en 3ntegroIe bejeic^net werben 

mfiffen unb bie j. 03. anSi bei ber ^erec^nung xsm Semni^fatenbogen oorfommen, burc^ bie @ub^ 

ftitutionen 

gin5 = C08*cp unb sirnr] = cos'ti^, ^o = *'^<5C^s*l/fiin^, 

auf bie 92ormatform ;urfl<f, fo erhalten roir mit Hnroenbung be« burd^ bie ®(eid)ung 

au^gebrüdten @a^ed oon Segenbre fc^ßeßüc^ ba« JRefuttat 

46a) F = 2ro«7r - 4ro*[F (^o) R (f ) + F (f ) E (9o) - F (^o^ F ( J)], 

^abei ift ju bemerfen, bog bad Ouabrat be«» iTOobute fSr fämtli(!^e eQiptifc^en ;integrafe g(eic^ g- ift. 
X)a 2ro'7r bie OberflSc^e ber $a(bfuge( ift, fo ftellt ber Subtra^enbu« in 46a) ben 3n^aft ber 
jonenförmigen 9{eftfI9(^e Dor, meldte man burc^ Su^fc^neiben be« JIege(f(^nitt« oM ber $a(bfuge( 
er()ö(t. Da^er gelten bie merfroürbigen 3ntegra(forme(n 



n n 

. ,, V / *^i / 2 sin? + sinrj , ^ , 

46b) \ JL± -=^d^äri=2n, 

J J Kern 5 sin t; 



(I 



) 6. ®. 3. 3öcobi, Fundamenta nova theoiiae ftinetionum eliipticarum. Regiom. 1829. 3. 139. 
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93on änteveffe bflrfte au(^ fo(genbe Semevfung fein. Da bie @umme beil^ {'^(äc^enin^atte^ einer 
fp^arif(j^en gefij^loffenen fturoe unb be^ Umfanget i^rev ^olarfuroe g(etc^ 277 ift, \o (Sgt ftij^ ba^ 
'Doppellntegrat für P in ©tclt^ung 46), faß« Tq = 1 gefegt roirb, auf ein einfache« Sntegrat jurfid-- 
führen. — Ü6rtgend merben bie $orme(n 46b) unb 46c) anif erhalten, wenn man nac^ 44c) ben 
Snl^alt ber Augel unb il^rer burd^ bie ftegc(mänte( gebitbeten Xeile berechnet. 

Die Z^ran^formation bed Su^brudd Au liefert bie Dtfferentia(g(ei(^ung 

47) j,8in§ + sin yj) Au = ^Än^-j-%mri)^(T^^^^ 

ober, wofern gefeftt mirb 

sin § = coe^ am Ix, ^Tp) = cn*x, sinr/ == cos^ am |y, rF^j = cn^y, 

47a)^(cn«x + cn»y)Au=^(cn«x + cn«y)5-^(r«5-J + 5^ + gp. 

^ierau^ ift )u ertennen, baft für bie ftugel unb bie beiben ^eget ^meiter Orbnung foiDO^t bie 
^otentialaufgabe atö auc^ bie anberen Aufgaben, in benen Au ni(f)t nuQ ift, nacfi ber SDVet^obe ber 
^Trennung 'ber SJariabeln . bel^anbelt werben fönnen. Die f^unftionen oon x unb y bej. ^ unb r^, 
auf müäft bie Söfung f&^rt, finb offenbar fpecieUe 8am6'f(^e t^unftionen. 

Die inoerfen Sldc^enfc^aren ber in biefem Slbfc^nitt befpro(^enen brei orthogonalen ^läd^tn^ 
)t)fteme finb mit biefen felbft ibentif(^, fo (ange ber genteinfamc ®^nicl ber Segel b ^. ber SRittel^ 
punit ber Toncentrifd^en fiugeln al^ Snoerfiondcentrum gewühlt wirb. Diefer f^aU bietet a(fo nic^t^ 
Mtn^. Dagegen jeigen bie ^l&i^tn, we((^e bei ber Hbbitbung oon einem ^unTte ber ftegelac^fe 
ober einer ^ofaQinte au^ auftreten, bemerfen^werte Sigenf c^aften ; inbeffeu Tonnen wir-^ier nic^t 
naiver auf fie eingel^en. 

§ 16. 

Sßir wenben nM gufe^t gu ben aOgemeinen parabolifd^en ftoorbinaten be<^ 91aumee. SSä^renb 
bei ben centrifc^en f$(S(^en jweiten ®rabe^ bie Sage eine^ Kaumpuntted burc^ ben Schnitt eine« 
breiac^figen Sttipfoib^, eine« $t)perbo(oib« mit einem f^ad^e unb eine« fotc^en mit }wei t^äc^ern 
beftimmt wirb, l^anbeß e« fu^ l^ier um bie aUgemeinften ^(äc^en jweiten ®rabe« ol^ne SRittelpunlt, 
welche orthogonal unb fonfolat ftnb. Die glätten biefer 9rt finb ba« ediptifd^e $arabo(oib unb 
ba« ^Qperbolifc^e ^rabotoib. (S« geigt fi4 bag ein $unTt be« Slaume« fic^ a(« ©(^nittpunlt jweier 
ettiptifc^en ^rabo(oibe mit entgegengefe^t liegenben @(^eite(n unb eine« I)Qperbo(if(^en $arabo(oib« 
ber Sage nad| beftimmen (äßt. — Die in ber Cinleitung aufgeführten arbeiten ber Ferren Sofien, 
(Sa«par^ unb Danitfc^ finb auf bie entwid(e(ungen biefe« Sbfc^nitt« ol^ne @inf(u^ gewefen; foweit 
e« bem Serfaffer befannt, ift bie l^ier gegebene i^orm ber paraboU[(^en Jtoorbinaten oon anberev 
Seite no(^ nt^t aufgefteUt werben. 



.^6 

^ie (Gleichungen Der fonfofoten unb ortl^ogonden ^araboloibe, roelc^e ftc^ o^ne ©dornte« 
rigfeit auü ben betannten ©{eic^ungen ber tonfofaten centttfc^en Stächen jroäter Ovbmtng burc^ ben 
mel^rfac^ erroä^nten ©renjübergang ableiten (äffen, ftnb 

y* z» 4cx4-4?* 

^/ >// s pnb bie Parameter ber brei S^öt^en, c bie frühere, a eine neue roiöfürüc^e Ron* 
ftante. ©ic erfte ®(eirf)unfl fteüt für foitftante SBerte üon ? eine ©c^ar oon ettiptifi^en' ^atöboloiben 
üor, trenn üorau^gefefet • wirb, baß ?» nic^t Heiner afö ift. Sic Streite! biefer Stächen liegen 
fämttic^ auf ber pofuiüen x?l(f|fe (gig. 14a) nnb im Äbftanbe 5':c uom iKnöpunftc beö ffoor^ 
binatenfqftem« x, y, z Slnt^ bie grocite ©(ettj^ung reprSfentiert, fo fange Tj'>ä*, für gegebene 
SBerte oon yj eine ®d)ar oon eüiptifd^en ^araboloiben, beren ©Reitet ieboc^ öüf ber negatioen 
x«2lctjfe im äbftanbe 7j*:c oom Äoorbinatenanfang gelegen finb. ©te briltc ®feic^ung enblicft gtebt 
bei f onftantcm ^, faüd ^ ^^* ^^^ gebad)t' loirb, ein ®^ftem t>on l&l)perboIif(^en ^araboloiben 
(5ig. Hb), meiere oon ber liegatiöen x^Äc^fe in einem fünfte, ber oom Stnllpunfte bie (Sntfemung 
!^*:c t^at, burd)fe^t merben. 

2Wan ftcüt rt(§ (eid^t bie oerfc^iebenen gormen oor, mefc^c bie brei Arten ber gfät^en ber 
9tei^c nad) annehmen. 8ör einen unenbUc^ großen ^nrameter E* Hegt b>r ©c^ettcl be« efliptifc^en 
^araboloib« auf ber pofirioen x Steife in unenbltc^er g^rne; and) bie auf ber y^Äd^fe unb z*?lc^fc 
foioo^i in pofitioer al« ncgtitioer {Richtung abflefc^nittencn ©treden finb unenblic^ groß, fo baß bie 
gejamte gläd)c im UnenbUc^en oerlSuft. iRimmt nun ber ®ert oon ^' üb, fo nähert fic^ ber 
©(Reitet auf ber pofitiaen §ätfte ber x 2((^fe bem ftoorbinatenanfang, mir ermatten bie geroö^nftcj^e 
$orm be^ eßiptifc^en ^araboloibd, ba^ fic^ immer me^r gegen bie xz^iSbene abflacht, bid ed f4|Iieß(i(^ 
für 5" = 0, alfo ben Keinften ffiert, ben 5* annehmen fann, gang unb gar mit ber xz«(gbene 
gufammenfant,. gfeic^ioobl aber nic^t aBe fünfte biefer Gbene umfaßt, fonbern nur biejenigen, loefc^e 
inner^atb ber burc^ bie ©(eic^ungen 

48a) y = 0, z*=:_i^l^ 

bezeichneten $orabeI liegen, ©iefe ^arabel, beren ©c^eitel ber fioorbiuatenanfang . ift, muß man 
Jic^ alfo au6 gioei auf einanber liegenben S31ättem befte^enb benfen. ©er übrige b. 1^. außerhalb 
berfclben Parabel Hegenbe . Sieil ber. xz«@bene, ber ebenfadd al« ©oppelebene ju benfen ift, fteüt 
einen ©rensfoQ ber ^))perbo(ifc^e ^arabotoibe, nämlic^ benienigen uor, in lueld^em ber Parameter 
C» = ift. ©flc^t ber ©ert oon ?', fo treten bie beiben Slätter au^einanber unb e« entftel&t 
bie geroö^nlicöe JJorm ber ö^perbolifc^en ^araboloibe, beren Scheitet* ober beffcr ©ottelpunft mit 
woi^fenbem C' fu^ auf ber negatioen X'9lc^fe oom ^oorbinatenanfang immer metter entfernt, ©ie 
ootte iintjaiiung geigt bie glSc^e für C' = ft' : % tn melc^em t$aOe i^re ®(ei4|ung bie «infad^e @eftQtt 
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mnmmt, m^ bet rm ettemien, ba^ bie mit ber yz>@bene poraKden ©c^nüte ber ^ttU^e jämtüd) 
glric^feittBe ^tfpexbün fiitb. 93ei meiterer aSergrSterung oon C' flacht {td^ bie $(fi(^ nac^ ber 
pofttioen ®eite ber x«9ld)fe ^iti immer me^r ab; ^ier n&l^eni ftc^ bie ^i&^tnlttxlt immer wefft ber 
xy>S6ene, meldte fie fc^Ueflu^, menn ber Barometer Z^ feinen größten SSert a' er^fitt, aviäf erreichen. 
Kber bie ^l&dft umfagt in biefem ^aUt nur bieienigen fünfte ber au9 groei 8(ättem beftel^enben 
xy«(S6ene, n)e((^e augerl^alb ber $arabe( 

48c) z = 0, y« = 4-x + 4('^y/ 

c \ c / 

beren @(^eite( S oon um a* : c enifemt x% gelegen ftnb. aide übrigen^ al)o innerhalb biefer 
Parabel liegenben fünfte ber xy^^oppelebene bi(ben bie ©renjpc^e bef britten ©d^ar Don ^ara^ 
boloiben, bie roieberum eUipti|t^e finb unb in eben biefeui ®renjfaBe beif Parameter yj' = a' befiften. 
Ttit }une]^menbem yj' l^ebt fic^ bie ^tSc^^^ ^in geroö^nlid^e^ eQiptifc^ed Ißaraboloib, immer mel^r Don 
brr Stäche ber ®ren}parabel na(^ beiben Seiten ^in ab, roS^renb i^r @(^eite( anf ber negaäoen 
X'-Hc^fe liegt unb Don S immer größere (Entfernung erlangt @(^lie§(i(^ rücft ber @(!^eitel auf bem 
bejeic^neten. SSege ind Unenbßc^e. S)ann ftnb auc^ bie auf ber y« unb z^Slc^fe f oidoI^I in pofttioer 
atö negativer 9ti(!^tung abgefc^nittenen (Streden unenbßc^ grog geworben unb bie Stöcke, beren 
Parameter >)• = <yD ift, öertäuft nun boflftänbig in ber Unenblicftfeit. 

S)er Uebergang üon ben efliptifc^en ^arabolotben mit bem iJarameter 5 ju ben ^^per^^ 
bolifc^en $arabo(oiben DoQjie^t ftc^ a(fo burc^ SBermitte(ung ber 'Parabel 48a); ber Uebergang Don 
ben l^QperboIifc^en $arabo(oiben ju ben etCipttfc^en $nrabo(oiben mit bem Parameter t] iDitb burcb 
9)ermitte{ung ber $arabe( 48c) gewonnen. !X)iefe beiben ©renjpSc^en, beren ©rSge unb itiage ba^ 
breifac^e ©Aftern uon t^ISc^en lenujeid^net, ISnnen j^medtmaBig a(^ Sofa(parabetn bejeic^net weiben. 
35er ©rennpunft ber einen ift ber ©c^eitel ber anbern; au§erbem ftef)en bie fünfte ber Streife OS 
mit ben 93renns 9Ritte(^ unb @d)eite(punften nic^t nur ber .pauptfc^uitte, fonbern auc^ ber ju ben 
Soorbinatenebenen paraQelen Schnitte im engften 3uf^^Qi^tt^ange. Sür einige Slufgaben empfiehlt 
e^ ftd^ fogar, ben Slnfang^punft ber fioorbinaten x, y, z nad^ ber ^xiit M von OS )u )}er(egen. 

®a C* P^ jmifc^en unb a* bemegt, fo fönnen nur 

48d) i; = a . COB <p 

fefcen; 9 bebeutet bann bie ^fllfte be« ffiinfefö, ben bie af^mptotenebcnen ber ^^perboltfc^cn ^ara- 
bofoibe mit einanber bilben. ©omit erholten mir bur(^ Suflöfung ber ©leid^ungen 4^) nac^ x/y, z 

2 
48e) y = — 5 "y? CO8 9 , 

c 

S)iefe SBerte ge^en, luie man bemerft, für a = in bie früher bei bem diotation^parabotoib erftev 
art jur Änroenbung gefommenen über, äuc^ ftetlen bie beiben erften ber ©{eid^ungcn 48) für 
as=0 felbfkoerftSnblic^ bie früher betrachteten Umbre^mtg^paraboloibe uor, iDä^renb bie ffifpex* 
bolifc^en ^rabotpibe ber btittm <ä>&i£^ng unter betfetbin ^nnal^me in bie afteribianebenen übergeben. 
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9htn fönnen mir, o^ne ber 9[(!(getneinl^eit ju fO^abett, bieSBfrte ber tDittt&rßdIen ftonftonten 
a unb c a(d qUiäf annehmen; ferner tft ed oft jiDedmfigig fär bte afgebraifd^ett SBerte ^ imb r; 
ironfcenbentc Parameter einjufül^ren. 93tr fe^en 

ÜDaburc^ nehmen bte ©leid^ungen ber bret i^tcic^enfc^aren bie f^orm an 



@in** ' Cof'* 

• yi 2* 

__ — = 4cx + 4c* COS* <f , 



cos' 9 sin" 9 
)o bog mir erhalten 

X = c (fioP * ~ (£of" ü) — cos* 9), 
49a) y = 2c®in*Sofü)C08<p, 

z = 2c Sof 0* ©tnci) 8109. 

^infic^ttit^ ber (ärenjen ber Snteröofle, in bcnen ^ yj, s •>«*• */ w, 9 \i6f bewegen, ift ju 
bcmerten, baß ed für pofittDe y unb z, e^ mag x pofitio ober negatto fein, DoOftänbig ^inretc^t, 
biefelben an bic SSebingungen 0<^<go< c<^<c^f 0<!^<c, b. 1^. <*< co , 
0<ü)<cc, 0<9 C-^ JU fnöpfen. Pr negatiüc ffierte oon y unb z t^ut man am beften 
nnjune^men, e« fei fibettjaupt 0<9<27c, unb bic SSorjeici^en uon C «nb |/c* — l!* ben 

GHcid^ungen C = c CO89 unb l/c* — ^" = c sinq? entfprec^enb ju beftimmen. älöe übrigen Ouabrat- 
murjeln fönnen ftetö mit pofitiuem SBorjeic^en genommen werben; negatioe Sterte von g finb 
cntbe^rlii^, negatiue SBerte Don yj au9 jufc^(ie§en. 

t^ür ba« Ouabrat ber (Sntfemung eine« ^untte« P mit ben ^oorbinaten d*, a>, z oom 
Aoorbinatenanfang erl^alten mir 

50) r^ = x* + y « + z* = c» j@in'(o + (SoftS- + ein 9)»j j@in»(o + ((5of* — sin?)»} , 

mä^renb ber Hu^brud für ben Sbftanb jmeier beliebigen fünfte feine befonberen IBereinfac^ungen ju 
bieten fc^eint. 

Silben mir au« 49a) bie £)ifferentia(quottenten uon x, y;' z nac^ d*, t», 9, fo lägt fic^ 
gunäc^ft o^tte SDSü^e geigen, baf bie brei ^(Sc^enfc^aren fx6) in ber S^^at unter redeten 9Binfe(u 
fc^neiben. ^iv bie S3ege(emente in ben brei ^l&dftn ergiebt fic^ 



1 ) dw^ = 2c ]/(®in'«" + 6of»ü)) (®in'* + cos» d*, 

dw„ = 2c |/(©in'* + (gof'o)) (@in'ü) + 8in»9) du), 
dwy = 2c |/(@'in^"+~cÖ8"9) (©in'w + 8in'9) d?, 
unb folglich ift ba« Ouabrat be« Sinienetement« 

5 1 a^ dw« = 4c» { ( Sin«* + (Sof «(o) (@in»8- + co8«9) d*» + (@in«a* + Sof «w) (@in«ü) -f 8in«9) do^ 

. + (@in«* + co8«9) (©{«•« + 8in«9) d?« j • 



■ 
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®ettet ftnb bie bret gflfid^entemente 

5 1 b) df^ = 4c« (@tn«cd + 8in«(p) l/cSin«* + (5of «(o) (©in«* + cöiä»^) dwdcf , 
df» =4c« (Sin«* + cob«^) l/(@m«*+ Eof «(ö)(®m«ü) + sin»?) dM^, 
dfy = 4c« ^©in«* + Eof «0)) l/(©tn«* + cos«cp)(®in2tö + sin«^) d*d w, 
unb enbU(j^ bod Staumelement 

5 Ic) dv = 8c» (@tn« * -f (Sof « co) (@tn« * + cos« 9) (©in« w + sin« 9) d*dcüd<f . 
!X)er X)ifferentia(QUdbru<t An nimmt burc^ (Stnfü^rung ber ndgemetnen parabolifci^en 
.ftoorbinaten 1% co, 9 folgenbe Sorm an: 

52) 4c« (©in«ft + ßof««) (©in«T^ -f cos«^) (@in«ü) + sin«^) Au 

= (©in«c«) + sin«cp) |^ + (©in«* -f cos«(p) ~ + (©in«* + Sof«to) —-. 

S)iefe 'Differentialgleichung (ägt eine Trennung ber )Baria6e(n in flberraf(^enber Stnfac^l^ett ju. 3ft 
}unä(!^ft Au = unb fe^t man u = ft . Q . O, mo nur *, Q nur cd, nur cp enthalt, fo 
ergiebt fic^ 

52a) (@in«o) + 8in«cp) ^ -|^^~ + (©in«* + cos«^) -^ 4S + ^®"'^ + ^'^''"'^ ¥ 1^^ ^ ^' 

Sergleic^t man biefe (S)(ei(j^ung mit ber ffir beliebige SBerte Der ßonftanten g unb h ibentifc^en 

®(ei(^ung 

(©in«o)+8in«(p) (h@in«*+g)+(©in«*+coB«9) (— h(5of «(.)-|. g)-f (©in«*+6of«(o) (hcos«^ -g)=0, 

]o erfennt man, bag Ö2a) bur(^ bie Snnal^mc 

|i^=(h®tn«* + g)e, 
52b) l!^ = (_h6of«(o + g)y, 

s«o 

-g-^ = (hco8«if — g)* 

befriebigt mirb. Die ^Bfung ber ^otentialaufgabe über bad eUiptifc^e unb ^^perbolifc^e $arabo(oib 
erforbert bemnac^ nur eine unb biefetbe t^unftion, nSmlic^ bie (^unftion bed eQiptifc^en S^linber^. 
3ft aber nic^t Au = 0, fonbern n eine gunition ber ^txt t, fo fann mon u = T . u, 
fetjen^ ino T nur t, Ui aber fein t enthält. (Sine entfprec^enbe SSetroc^tung ber @(ei(^ung, roeld^er 
Ui }u genügen §nt, ?etgt bann, bafi, faK« Ui = 0, .Q, ,Q>^ gefefet roirb, bie ®Iei(ftungen 

^ = (- k©in** + h©in«* + g) e,, 

iV^b) ^ =(_k6of*co-h(5of^(o + g)Ü,, 

5«0, 

j^ = (kco8*9 + hcos«? — g) 4>i 

erfüllt luerbeu muffen, in benen k eine Sonftante bebeutet. SBir bemerfen, bag auc^ bie aUge^ 
meineren Stuf gaben gur Söfung nur eine Sunftion erf orbern, welche a(^ (Erweiterung ber Munition 
be9 elltptifd^en (Stjßnber^ ju bejeic^nen ift. (Diefe ^unftion ift roo^t äberl^au))t nod^ nit^t untere 
)uäft morben. 
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>)ttr i^ttDerfioTi ber brei gfläc^enfc^aren ^om ftborbitiateitttttfmtg ait9 ^obeit mc ju fe^en 

^^ - 7, NT ' 

^ _x« 2@tn»i(Sofa)iC Ofly, 
ö4) y. _ - ^j , 

X« 2 (Sof d-t @tn ti), sin yi 

^' ~ 7 n; ' 

N, = {©in'w, +((5of*, +sinf,)»J |®ra»w, + ( Sof 0-, — sin <p, ) » j . 

"Daroud ergeben ft(^ bie ^et(^ungen ber inoetfen t^fid^enfQftetne 

/ , , j, ,• _ _ jt.* \'_ ( _x« y / X,« + y,« _Jii_\ 

\' -^yi i-*i ■ 2c®tn«a-,''7~l2c@tn*,/ \ ©in» t% "*" <Sof« 8-i j' ' 

54a) (xi»+y,«+z.*+ 2^-|^p— x.) = (2-|vj^-) ( gofio),' +@ltt«(o,)' 

Über bie fleftaltltc^en :iJerl^fi(tniffe biefer ^^(äc^en roirb man fi($ (etc^t Siuffßlrung oerft^affen/ 
inbem man beren ^auptfc^nttte fomie bie $araQe(|c^nitte ju ben jtooirbinatenebenen auffuc^t ober 
ben Parametern *i, coi, 'f^ beren Orenjen übrigen« biefelben bleiben roie früher, befonbere ©erte 
beilegt, ^eroor^eben rooden luir nur, bag bie ^iai^tn bi« auf einen einzigen t^aU ben ^orjug 
^aben, aßfeitig gefd^Ioffen ju fein, bag bie in ber Xjyi^Sbene liegenben ^auptfc^nitte fämt(ic6 
Slarbioiben finb, unb enbtic^, bag an ®it\i^ ber SoTalparabeln ber ^arabpfoibe atö ©renjpc^en 
eine in ber x,yi»(£bene liegenbe ftarbioibe unb eine in ber x,Zi*(Sbene Uegenbe Siffoibe getreten jinb. 

(Sd bebarf )(j§(ie§(t(^ faum ber (Srmä^nung, bag bie brei f$(ä(|enf(^aren orthogonal finb 
unb bie fie betreff enbe $otentia(anf gäbe mithülfe eined ^robuft« uon brei f^mtfttonen be« eOiptifi^en. 
St)(inber« mit oerfc^iebenen Argumenten gelöft luirb. 

3[u(^ tt)enn M, ber äßittelpunit ber Sofalac^je, a{^ 3noerfion«centrum gemä^U mirb, liefert 
bie übbilbung ^läc^enf^fteme mit bemerlenöroerten (Sigenfd^aften. Snbeffen mug bie loeitefe' 
Sef)anblung betber gfläc^engebilbe einer fpdteren (Gelegenheit oorbel^atten bleiben. 

Dr. »aer^ 
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